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Ââåäåíèå
Ñâÿçü ìåæäó ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è äèôôóçèîííûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè
îòêðûòà, êàê èçâåñòíî, åù¼ â íà÷àëå âåêà [1]. Ïîëó÷åííûå âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
îêàçàëèñü, îäíàêî, ìàëî ïðèãîäíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ
â ñèëó òîãî, ÷òî îíè òðåáóþò äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ ïîñòðîåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ÷èñëåí-
íîé àïïðîêñèìàöèè êîíòèíóàëüíûõ èíòåãðàëîâ [2]. Ëèøü â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíû ðå-
çóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ðåøàòü ïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è íà îñíîâå
ìîäåëèðîâàíèÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, êàê ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ) (ñì., íàïðèìåð,[3]). Èñòîðè÷åñêè æå, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû
[4], íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ðàçíîîáðàçíûõ ñî-
îòíîøåíèÿõ î ñðåäíåì [5], [6], [7]. ×òî êàñàåòñÿ êëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè, òî ïðèìåíåíèå òåîðèè ïîòåíöèàëà ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå
èõ ðåøåíèé â âèäå ôóíêöèîíàëîâ îò òðàåêòîðèé ìàðêîâñêîé öåïè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
ïî ãðàíèöå [8]. Îòìåòèì, êðîìå òîãî, ñëó÷àéíûå îöåíêè ðåøåíèé óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî
âèäà, ïîñòðîåííûå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è òðåòüåãî ðîäà â ïîëóïðîñòðàíñòâå è çàäà÷è Êîøè è
îñíîâàííûå íà ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé ìàðêîâñêîé öåïè âíóòðè îáëàñòè, à òàêæå àëãî-
ðèòìû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î äèôôóçèè ïðèìåñè, êîòîðûå
òåñíî ñìûêàþòñÿ ñ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [5].
Ïîõîæèå èäåè èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè è ïåðåõîäà îò óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ê ìíîãîìåðíîìó ÑÄÓ ëåæàò â îñíîâàíèè ìåòîäà ñëó÷àéíûõ âèõðåé äëÿ
óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà [9].

×òî êàñàåòñÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðåäëàãàåìûõ â äàí-
íîé ðàáîòå, òî îíè îñíîâàíû íà ëîãè÷åñêîì ðàçâèòèè èäåé [5], [8], [19] è ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
íåñìåù¼ííûå îöåíêè ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ â âèäå ôóíê-
öèîíàëîâ îò òðàåêòîðèè âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè.

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé, Ïðî-
åêò 94-01-00209
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1. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

∂w

∂t
= ν

m∑

i=1

∂2w

∂x2
i

−
m∑

i=1

ui(x, t)
∂w

∂xi
+ c(x, t)w + f(x, t),

èëè
wt = ν∆w − (u · ∇)w + cw + f,

(x, t) ∈ H ≡ IRm × (0, T ],
(1)

ãäå u(x, t) = (u1, u2, ..., um) � îãðàíè÷åííîå ïîëå:

|u| ≤ Cu,

ν > 0 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò, à c(x, t), f(x, t) � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.
Õîðîøî èçâåñòíî [10], ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ ui, c, f, è w0 ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè
w(x, 0) = w0(x), x ∈ IRm, (2)

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå C2,1(H) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî x è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî t îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì, åñëè èçâåñòíî Z(1)(x, t; x′, t′) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî w(x, t)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ, ÿäðà êîòîðûõ åñòü Z(1). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî
òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî âûïèñàòü òîëüêî â âåñüìà îãðàíè÷åííîì êëàññå
óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ui, c, f .
Â îáùåì æå ñëó÷àå Z(1) ìîæíî ïîñòðîèòü (ñì. [10]) â âèäå ñóììû ïàðàìåòðèêñà

Z(x− x′, t− t′) =
(
4πν(t− t′)

)−m/2 exp
(
− |x− x′|2

4ν(t− t′)

)
, t− t′ > 0

òî åñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

wt = ν∆w,

è îáú¼ìíîãî ïîòåíöèàëà ñ ÿäðîì Z è íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
èùåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà Íåéìàíà äëÿ íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èìåííî ýòî
ïðåäñòàâëåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî â [5] ïðè ïîñòðîåíèè ìîíòå-êàðëîâñêîé îöåíêè äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè.

Â äàííîé ðàáîòå, íå ïðèáåãàÿ ê ïîñðåäñòâó Z(1), áóäåì íàïðÿìóþ èñêàòü ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1) â âèäå ñóììû ðÿäà Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì, ïîñòðîåííûì
íà îñíîâå ïàðàìåòðèêñà Z. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
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w(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

IRm

dx′Z(x− x′, t− t′)

× [−(u · ∇)w(x′, t′) + c(x′, t′)w(x′, t′) + f(x′t′)
]

+
∫

IRm

dx′Z(x− x′, t)w0(x′).

(3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C2,1(H)
ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò â ñèëó ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ [11] ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè. Ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàâ (3) ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðîé
óäîâëåòâîðÿþò êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè w(x, t):

∂w

∂xi
(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

IRm

dx′
∂Z

∂xi
(x− x′, t− t′)

× [−(u · ∇)w(x′, t′) + c(x′, t′)w(x′, t′) + f(x′t′)
]

+
∫

IRm

dx′
∂Z

∂xi
(x− x′, t)w0(x′) , i = 1, . . . ,m.

(4)

Ïåðåïèøåì òåïåðü (3), (4) â âèäå åäèíîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîêàæåì, ÷òî
å¼ ðåøåíèå äà¼ò íàì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè. Èòàê, ïóñòü

W = KW + F, (5)

ãäå W = (W0, W1, . . . , Wm)T , K � ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé ÿäåð K =
{kij}m

i,j=0. Çäåñü

k00(x, t; x′t′) = Z(x− x′, t− t′)c(x′, t′), k0j(x, t;x′t′) = −Z(x− x′, t− t′)uj(x′, t′),

ki0(x, t;x′t′) =
∂Z

∂xi
(x− x′, t− t′)c(x′, t′), kij(x, t; x′t′) = − ∂Z

∂xi
(x− x′, t− t′)uj(x′, t′),

i, j = 1, . . . , m,

(6)

F0(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

IRm

dx′Z(x− x′, t− t′)f(x′t′)

+
∫

IRm

dx′Z(x− x′, t)w0(x′),
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Fi(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

IRm

dx′
∂Z

∂xi
(x− x′, t− t′)f(x′t′)

+
∫

IRm

dx′
∂Z

∂xi
(x− x′, t)w0(x′), i = 1, . . . , m.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ñèñòåìû (5) åäèíñòâåííî è ëåæèò â
C2,1(H). Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî W0 åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, à Wi � åãî ïðîèçâîä-
íûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê áóäåò óäîáíî ââåñòè (ïî àíàëîãèè ñ [8]) êëàññ Kα,β ñëàáî
ïîëÿðíûõ ÿäåð, îïðåäåë¼ííûõ ïðè 0 < t′ < t < ∞.

De�nition 1. ßäðî k(x, t; x′t′) ïðèíàäëåæèò êëàññó Kα,β , åñëè äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ IRm è
0 < t′ < t < ∞ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|k(x, t; x′t′)| ≤ C0(t− t′)−(m
2

+α)|x− x′|β exp
(
−γ

|x− x′|2
t− t′

)
, (7)

ãäå C0, γ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

2

ßäðî êëàññà Kα,β ñëàáî ïîëÿðíî (òî åñòü îñîáåííîñòü ÿäðà èíòåãðèðóåìà), åñëè δ =
(β − 2α + 2)/2 > 0 è m + β > 0.

Lemma 1.
1)Ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñëàáî ïîëÿðíûì ÿäðîì (7) è ïðàâîé ÷à-
ñòüþ, ðàâíîìåðíî ïî x óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè âñåõ t íåðàâåíñòâó

|f(x, t)| ≤ Cf ta, a > −1, (8)

ñõîäèòñÿ â L∞(H).
2)Ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç ñëà-
áî ïîëÿðíûõ ÿäåð, à êîìïîíåíòû Fi ñâîáîäíîãî ÷ëåíà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì âèäà
(8) (âîçìîæíî äëÿ ðàçëè÷íûõ Cf,i, ai), ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé ñ êîì-
ïîíåíòàìè èç L∞(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò (ñì.,
íàïðèìåð, [10]). Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (8)

|Kf(x, t)| ≤ Cf A B(1 + a, δ) ta+�, (9)

è ïðèìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî ýòî íåðàâåíñòâî ïðè îöåíèâàíèè ñòåïåíåé èíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà K. Çäåñü îáîçíà÷åíî A = 0.5 · C0σmγ�m+�

2 Γ(m+�
2

), σm � ïîëíûé òåëåñíûé óãîë.
Ïðè ýòîì áåòà-ôóíêöèÿ B(1 + a, δ) è ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(m+�

2
) âûðàæàþòñÿ êîíå÷íûìè

èíòåãðàëàìè â ñèëó óñëîâèé ñëàáîé ïîëÿðíîñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà
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|Knf(x, t)| ≤ Cf Γ(a + 1) ta
(A Γ(δ) t�)n

Γ(1 + a + nδ)
,

èç êîòîðîé, â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãàììà-ôóíêöèè, è ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà.
Â âåêòîðíîì ñëó÷àå

|(KF )i(x, t)| ≤
m∑

j=0

Cf;jAjB(1 + aj, δj) taj+�j , i = 1, . . . , m, (10)

îòêóäà ïî èíäóêöèè ñëåäóåò
|(KnF )i(x, t)|

≤
m∑

j1=0

· · ·
m∑

jn=0

Cf;j1Aj1 · · · AjnB(1 + aj1, δj1)

×B(1 + aj1 + δj1, δj2) · · · B(1 + aj1 + δj1 + . . . + δj;n�1, δjn) taj1+�j1+:::+�jn

=
m∑

j1=0

· · ·
m∑

jn=0

Cf;j1Aj1 · · · Ajn
Γ(1 + aj1)Γ(δj1) · · · Γ(δjn)

Γ(1 + aj1 + δj1 + . . . + δjn)
taj1+�j1+:::+�jn

≤ (m + 1)C1
(C2)n

Γ(1 + a + nδ)
≡ vn, i = 1, . . . , m,

(11)
ãäå C1 = maxj Cf;jΓ(1 + aj) taj , C2 = maxj AjΓ(δj) t�j , a = minj aj , δ = minj δj .

Ðÿä
∑1

0 vn ñõîäèòñÿ â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãàììà-ôóíêöèè, ÷òî âëå÷¼ò çà
ñîáîé ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. 2

Theorem 1. Ïóñòü ôóíêöèè uj(x, t), c(x, t), f(x, t)
a) íåïðåðûâíû â H ;
b) îãðàíè÷åíû ;
c) íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó îòíîñèòåëüíî x ðàâíîìåðíî ïî t,
à ôóíêöèÿ w0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â IRm.

Òîãäà
1) ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-ôóíêöèè W ñ êîìïîíåíòàìè â
L∞(H);
2) w(x, t) = W0(x, t), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2) äëÿ óðàâíåíèÿ (1);
3) Wi(x, t) = ∂w/∂xi, òî åñòü i-òàÿ êîìïîíåíòà ñóììû ðÿäà Íåéìàíà ñîâïàäàåò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé íóëåâîé êîìïîíåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2). Äîêàæåì òåïåðü ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåé-
ìàíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî êîìïîíåíòû ÿäðà ìàòðè÷íî-
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K ñëàáî ïîëÿðíû. Äåéñòâèòåëüíî, èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé
c, uj ñëåäóåò, ÷òî ÿäðà k0j ∈ K0;0, j = 0, 1, . . . , m, òî åñòü ñëàáî ïîëÿðíû ñ ïàðàìåòðîì
δ1 = 1, à òàê êàê
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∂Z

∂xi
(x − x0, t − t0) = − xi − x0i

2ν(t − t0)Z(x − x0, t − t0), (12)

òî kij ∈ K1;1, i = 1, . . . , m, j = 0, 1, . . . , m è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëàáî ïîëÿðíû ñ ïàðà-
ìåòðîì δ2 = 0.5.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñâîáîäíîìó ÷ëåíó óðàâíåíèÿ (5). Ïîëüçóÿñü îãðàíè÷åííîñòüþ ôóíê-
öèé f è w0, íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî x

|F0(x, t)| ≤ ‖w0‖ + t‖f‖, (13)

|Fi(x, t)| ≤ t�1=2 ν�1=2Γ(m+1
2

)

Γ(m
2
)

(‖w0‖ + 2t‖f‖) , (14)

ãäå íîðìû â ïðàâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 1 âûïîëíåíû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Íåéìàíà äëÿ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ñõîäèòñÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãëàäêîñòè ñóììû ýòîãî ðÿäà ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíå-
íèÿ. Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïîòåíöèàëû, âõîäÿùèå â F è çàâèñÿùèå îò w0 , åñòü ïðè
t > 0 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè [13]. ×òî êàñàåòñÿ ïîòåíöèàëîâ, çàâèñÿùèõ

îò f , òî â ñèëó óñëîâèé ãëàäêîñòè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ýòà ôóíêöèÿ,
t∫
0

dt0
∫

IRm
dx0Z(x−

x0, t − t0)f(x0t0) ïðèíàäëåæèò C2;1(H), à Fi, i = 1, . . . , m íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìû ïî x (ñì. [11]). Îòñþäà, â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà, ñëåäóåò, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, W0 ïðèíàäëåæèò C2;1(H) è â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (5) ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, à âî-âòîðûõ, Wi, i = 1, . . . , m íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî
x è ∂W0/∂xi = Wi. 2

Remark 1. Åñëè îòáðîñèòü óñëîâèå c) òåîðåìû, òî îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè ïîñòðîåííîãî â
âèäå ñóììû ðÿäà Íåéìàíà äëÿ (5) ðåøåíèÿ W ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü, ÷òî W0 ∈ C1,0(H),
Wi, i = 1, . . . , m � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ∂W0/∂xi = Wi. Â ýòîì ñëó÷àå W0 ÿâëÿåòñÿ
îáîáù¼ííûì â ñìûñëå [13] ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5),
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîñòè ïî÷òè âñþäó êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ W0 â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà åù¼ îäíî íåçàâèñèìîå
îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ.

2

2. Ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
2.1. Îáùèé ñëó÷àé
Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 áûëè èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâà (7), (13), (14), óòâåð-
æäàþùèå îãðàíè÷åííîñòü ìîäóëåé ÿäåð, âõîäÿùèõ â èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K, è ñâîáîä-
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íîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ (5). Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà
ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

W (1) = K(1)W (1) + F (1), (15)

îòëè÷àþùåéñÿ îò (5) òåì, ÷òî â íåé ÿäðà kij è ôóíêöèè Fi çàìåíåíû íà èõ ìîäóëè. Ýòîò ôàêò
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåñìåù¼ííûõ ìîíòå-êàðëîâñêèõ
îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5), îñíîâàííûå íà ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé ïîäõîäÿùåé
ìàðêîâñêîé öåïè [12]. Äëÿ ýòîãî ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé w, uj , c, f, Z íà âñ¼
ïðîñòðàíñòâî X = IRm× IR, ïðîäîëæàÿ èõ íóë¼ì íà IRm× (−∞, 0) è ñîõðàíÿÿ äëÿ íèõ òå æå
îáîçíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà (5) â ðåçóëüòàòå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì ðàâíîñèëüíîì
âèäå:

Wi(x, t) =
∫

X

dt′dx′




m∑

j=0

kij(x, t; x′, t′)Wj(x′, t′)


 + Fi(x, t), i = 0, 1, . . . , m. (16)

Îáîçíà÷èì ξ∗i (x, t) íåñìåù¼ííóþ ñîïðÿæ¼ííóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Wi â òî÷êå
(x, t), à p0(x, t → x′, t′) � ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü ìàðêîâñêîé öåïè, ñîãëàñîâàííóþ ñ ÿäðàìè
k0j(x, t; x′, t′), j = 0, 1, . . . , m. Çàìåòèì, ÷òî ñïåöèôèêà ýòèõ ÿäåð òàêîâà, ÷òî îäíó ïëîòíîñòü
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ âñåõ èíòåãðàëîâ K0jWj , j =
0, 1, . . . , m îäíîâðåìåííî è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â âåòâëåíèè ïî j.

Èç ñîîòíîøåíèÿ ∫

IRm

dx′Z(x− x′, t− t′) = 1,

âåðíîãî äëÿ ëþáûõ t− t′ > 0 [13], è (6) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (îãðàíè÷åííîñòü
îòíîøåíèé k0j/p0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü

p0(x, t → x′t′) =
q0

t
Z(x− x′, t− t′)

=





q0

t

(
4πν(t− t′)

)−m/2 exp
(
− |x− x′|2

4ν(t− t′)

)
, t > t′ > 0,

0 , èíà÷å.

(17)

Îáîçíà÷èì c0 = c(xn+1, tn+1) , cj = −uj(xn+1, tn+1), j = 1, . . . ,m, à âåñîâîé ìíîæèòåëü

k0j(xn, tn; x′n+1, t
′
n+1)

p0(xn, tn → x′n+1, t
′
n+1)

= a0cj , ãäå a0 =





tn
q0

, ñ âåðîÿòíîñòüþ q0,

0 , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q0.

(18)

Òîãäà ðàíäîìèçàöèÿ íóëåâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (16), ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåêóððåíò-
íîìó ñîîòíîøåíèþ
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ξ∗0(xn, tn) =
m∑

j=0

a0cjξ
∗
j (x′n+1, t

′
n+1) + F0(xn, tn), (19)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò îöåíêó äëÿ ôóíêöèè W0. Çäåñü x′n+1 = xn+2(ν(tn−t′n+1)γ
′
m
2
)1/2ω′, t′n+1 =

α′tn , α′ � âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, γ′m

2
� γ-ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñ ïàðàìåòðîì m/2 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à ω′ � åäèíè÷íûé

âåêòîð ñ èçîòðîïíûì ñëó÷àéíûì íàïðàâëåíèåì.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ kij ïðè i > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ïëîòíîñòü p1, ÷òî âåñîâûå ìíîæèòåëè kij/p1 áóäóò îãðàíè÷åííûìè. Îñîáåííîñòè ýòèõ ÿäåð,
îäíàêî, òàêîâû, ÷òî íåëüçÿ ïîëîæèòü p1 = p0, âûïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
îöåíêè ñðàçó âñåé âåêòîð-ôóíêöèè W è, òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèòü âåêòîðíóþ îöåíêó ìå-
òîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ

p1(x, t → x′′t′′)

=





q1
Γ

(
m
2

)

Γ
(

m+1
2

) ν
1
2

t
1
2 π

m
2

|x− x′′|
(4ν(t− t′′))

m
2

+1
exp

(
− |x− x′′|2

4ν(t− t′′)

)
, t > t′′ > 0,

0 , èíà÷å.

(20)

à îöåíêè ξ∗i , i > 0 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ïðàâàÿ
÷àñòü êîòîðîé çàâèñèò òàêæå è îò ξ∗0 :

ξ∗i (xn, tn) =
m∑

j=0

aicjξ
∗
j (x′′n+1, t

′′
n+1) + Fi(xn, tn), (21)

Çäåñü x′′n+1 = xn + 2(ν(tn − t′′n+1)γ
′′
m+1

2

)1/2ω′′ , t′′n+1 = (1− α′′2)tn , ïðè ýòîì α′′ , γ′′m+1
2

, ω′′ è
α′ , γ′m

2
, ω′ ïîïàðíî íåçàâèñèìû, à âåñîâîé ìíîæèòåëü

kij(xn, tn;x′′n+1, t
′′
n+1)

p1(xn, tn → x′′n+1, t
′′
n+1)

= aicj , ãäå ai =





2
q1

Γ
(

m+1
2

)

Γ
(

m
2

) t
1
2
n

ν
1
2

ω′′i , ñ âåðîÿòíîñòüþ q1,

0 , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q1.

(22)

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà, íåñìîòðÿ íà ëèíåéíîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñòðîèòñÿ íà
òðàåêòîðèÿõ âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé (xn, tn) ñ âåðîÿòíîñòÿìè
q0 è q1 ïîðîæäàåò â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè íåçàâèñèìûå òî÷êè (x′n+1, t

′
n+1) è (x′′n+1, t

′′
n+1) ,

ðàñïðåäåë¼ííûå ñ ïëîòíîñòÿìè p0 è p1 ñîîòâåòñòâåííî.

Theorem 2. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (19), (21) îïðåäåëÿþò íåñìåù¼ííóþ îöåíêó ñ
êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2) è åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â òî÷êå (x0, t0).



Ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé 9

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñìåù¼ííîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà
ðåàëèçóåìà (òî åñòü ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê âåòâÿùåéñÿ öåïè êîíå÷íî), å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå êîíå÷íî è óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (16). Ïî ïîñòðîåíèþ ñðåäíåå
÷èñëî òî÷åê, ïîðîæäàåìîå â n+1-îì ïîêîëåíèè îäíîé òî÷êîé n-ãî ïîêîëåíèÿ íå ïðåâîñõî-
äèò q0 + q1, è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü q0 + q1 < 1, ÷òîáû îöåíêà áûëà ðåà-
ëèçóåìà. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (19), (21) âïëîòü
äî ìîìåíòà îáðûâà öåïè è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîëó÷àåìîãî âûðàæåíèÿ.
Âûïèñûâàòü åãî â ÿâíîì âèäå íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà, òàê êàê îíî äîâîëüíî ãðîìîçäêî
è íå íåñ¼ò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Ãëàâíîå, ÷òî åãî ñðåäíåå êîíå÷íî â ñèëó
ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà K(1) . (Ñì. [12], [14], [15]). Íåñìåù¼ííîñòü ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî èç (19), (21). Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïî÷ëåííî ê ýòèì ñîîòíîøåíèÿì îïå-
ðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (÷òî ïðàâîìåðíî â ñèëó êîíå÷íîñòè IEξ�i (x, t) äëÿ âñåõ
i, x, t).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè êàæäîé èç îöåíîê ξ�i (x0, t0) , âîñ-
ïîëüçóåìñÿ (19), (21) è âûïèøåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò èõ
âòîðûå ìîìåíòû ψ�ij ≡ IEξ�i ξ�j . Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ξ�0 è ξ�i ïðè i > 0 ψ�0i = W0Wi.
Äëÿ i = k = 0 è ïðè i, k > 0

ψ�ik =
∫

X

aickk0ψ�00 +
∫

X

1

p1

~kiΨ�~kTk

+
m∑

j=1

∫

X

akckijW0Wj +
m∑

l=1

∫

X

aickklW0Wl + FiWk + FkWi − FiFk,

(23)

ãäå Ψ� = {ψ�ik}mi;k=1 , ~ki = (ki1, . . . , kim) . Ýòè ñîîòíîøåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü ïðîäîë-
æåíû âïëîòü äî ìîìåíòà îáðûâà ìàðêîâñêîé öåïè, è, òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ðÿä, êîòîðûé îïðåäåëÿåò èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìîé èç
(23) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ÿäåð è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ íà èõ ìîäóëè, ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ai, ci, i = 0, 1, . . . , m è ñëàáîé ïîëÿðíîñòè kik ñëåäóåò, ÷òî
ÿäðà ñèñòåìû (23) òàêæå ñëàáî ïîëÿðíû. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü W è ñîîò-
íîøåíèÿ (13), (14), ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 1, èç êîòîðîé è ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà.
Òàêèì îáðàçîì, âñå ψ�ik � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, ÷òî è äà¼ò êîíå÷íîñòü äèñïåðñèé îöåíîê,
îïðåäåëÿåìûõ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (19), (21). 2

Remark 2. Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèè Fi òî÷íî èçâåñò-
íû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â (6) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè âìåñòî Fi ìîæíî
èñïîëüçîâàòü èõ íåñìåù¼ííûå îöåíêè [12], íàïðèìåð [8]:

ξ[F0](xn, tn) = w0

(
xn + 2(νtnγm

2
)1/2ω

)
+ tnf

(
xn + 2(ν(1− α)tnγm

2
)1/2ω, αtn

)
,

ãäå, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü α = α′, ω = ω′, γm
2

= γ′m
2
,
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ξ[Fi](xn, tn) = − ωi

(νtn)1/2

Γ
(

m+1
2

)

Γ
(

m
2

)

×
(
w0

(
xn + 2(νtnγm+1

2
)1/2ω

)
+ 2tnf

(
xn + 2α(νtnγm+1

2
)1/2ω, (1− α2)tn

))
,

ãäå òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîëîæèòü α = α′′, ω = ω′′, γm+1
2

= γ′′m+1
2

. Ïðè ýòîì íåñêîëüêî
âèäîèçìåíÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè äëÿ âòîðûõ
ìîìåíòîâ (23), íî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 îñòà¼òñÿ âåðíûì.

2

2.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå c = 0

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè (1), (2) ïðè c = 0. Ñîîòíîøåíèÿ (16) ðàñïàäàþòñÿ â ýòîì
ñëó÷àå íà äâå ÷àñòè: óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðîèçâîäíûõ ~W = (W1, . . . , Wm)T

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó
~W = K′ ~W + ~F ,

èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë îò ðåøåíèÿ êîòîðîé äà¼ò ðåøåíèå çàäà÷è W0. Ïîäîáíàÿ ñèòó-
àöèÿ òðàäèöèîííà äëÿ òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñòàíäàðòíûå
âåêòîðíûå îöåíêè. Çäåñü K′ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé ÿäåð K ′ = {kij}m

i,j=1,
~F = (F1, . . . , Fm)T .

Îïðåäåëèì âíà÷àëå ñîïðÿæ¼ííóþ îöåíêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êå
(x, t). Îíà ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (19), (21) íà òðàåêòîðèÿõ ìàðêîâñêîé
öåïè ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ (20). Çàìåòèì, ÷òî âåòâëåíèÿ çäåñü, â îòëè÷èå îò îáùåãî
ñëó÷àÿ, íå ïðîèñõîäèò.

Îáîçíà÷èì ~ξ∗ = (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
m)T . Òîãäà (19) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

ξ∗0(x, t) =
~k0(x, t; x0, t0)~ξ∗(x0, t0)

p0(x, t → x0, t0)
+ F0(x, t).

Â óñëîâèÿõ êîíå÷íîñòè ñðåäíåãî ÷èñëà òî÷åê ìàðêîâñêîé öåïè (q1 < 1) îáîçíà÷èì N ñëó-
÷àéíûé íîìåð ïîñëåäíåé ïåðåä îáðûâîì òî÷êè. Òîãäà

~ξ∗(x0, t0) =
N∑

n=0

Q∗
n
~F (xn, tn), (24)

ãäå
Q∗

n+1 = A∗n Q∗
n,

� ìàòðè÷íûå âåñà, Q∗
0 = E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

A∗n =
K ′(xn, tn; xn+1, tn+1)

p1(xn, tn → xn+1, tn+1)
= {aicj}m

i,j=1.

Òàêèì îáðàçîì,
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ξ∗0(x, t) =
N∑

n=0

−a0~u(x0, t0) ·Q∗
n
~F (xn, tn) + F0(x, t)

=
N∑

n=0

~F (xn, tn) · ~Q∗
n + F0(x, t),

(25)

ãäå
~Q∗

0 =
~kT

0 (x, t; x0, t0)
p0(x, t → x0, t0)

= −a0~u(x0, t0), ~Q∗
n+1 = A∗Tn

~Q∗
n,

� âåêòîðíûå âåñà (ñì.[16]). Íåñìåù¼ííîñòü è êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè îöåíîê (24), (25) ñ î÷å-
âèäíîñòüþ ñëåäóþò èç òåîðåìû 2. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (23) äëÿ i, j = 1, . . . , m
ïðèíèìàåò êëàññè÷åñêèé âèä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû âòîðûõ ìîìåíòîâ [16]:

Ψ∗ =
∫

X

K ′Ψ∗K ′T

p1
+ ~F ~W T + ~W ~F T − ~F ~F T , (26)

÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ äèñïåðñèÿ îöåíêè ξ∗0 :

IDξ∗0 =
∫

X

~k0Ψ∗~kT
0

p0
− (W0 − F0)2. (27)

Remark 3. Âåêòîðíàÿ îöåíêà (24) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ãðàäèåíò ðåøåíèÿ ~W â çàäàííîé
òî÷êå (x0, t0), íå íàõîäÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ.

2

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðÿìóþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Å¼ ïîñòðîåíèå îñíîâàíî
íà èçâåñòíîì èíòåãðàëüíîì ñîîòíîøåíèè

(
~H, ~W

)
=

(
~W ∗, ~F

)
, (28)

âûïîëíÿþùåìñÿ â óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà. Çäåñü

~W ∗ = K′∗ ~W ∗ + ~H

� ðåøåíèå ñîïðÿæ¼ííîãî óðàâíåíèÿ, K′∗ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé ÿäåð K ′∗ =
{k∗ij}m

i,j=1, k∗ij(x, t;x′, t′) = kji(x′, t′; x, t). Òàêèì îáðàçîì (çäåñü ~H(x′, t′) = ~kT
0 (x, t;x′t′) )

w(x, t) = IEξ(x, t),

ξ(x, t) = ~Q∗
0 · ~ξ(x′0, t′0) + F0(x, t), (29)
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~ξ(x′0, t
′
0) =

N∑

n=0

Qn
~kT

0 (x, t;x′n, t′n), (30)

ãäå
Q0 = E, Qn+1 = AT

nQn (31)

� ìàòðè÷íûå âåñà,
~Q0 =

~F (x′0, t
′
0)

p0,2(x′0, t
′
0)

.

Çäåñü

AT
n =

K ′∗(x′n, t′n; x′n+1, t
′
n+1)

p2(x′n, t′n; x′n+1, t
′
n+1)

=
K ′T (x′n+1, t

′
n+1; x

′
n, t′n)

p2(x′n, t′n; x′n+1, t
′
n+1)

, (32)

Îáîçíà÷èì
~Qn+1 = An

~Qn (33)

� âåêòîðíûå âåñà. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (29) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξ(x, t) =
N∑

n=0

~k0(x, t;x′n, t′n) ~Qn + F0(x, t), (34)

Äèñïåðñèÿ ïðÿìîé îöåíêè â ïîëíîé àíàëîãèè ñ (27) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó âòîðûõ
ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ :

IDξ0 =
∫

X

~F ·Ψ~F

p0,2
− (W0 − F0)2, (35)

óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ψ =
∫

X

K ′∗ΨK ′∗T

p2
+ ~H ~W ∗T + ~W ∗ ~HT − ~H ~HT . (36)

Çàìåòèì, ÷òî ÿäðî K ′(x, t; x′, t′) íåñèììåòðè÷íî ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîòíîñòü p1(x, t → x′, t′) óæå íå áóäåò ñîãëàñîâàíà ñ K ′(x′, t′; x, t). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðÿ-
ìàÿ îöåíêà ñòðîèòñÿ íà ìàðêîâñêîé öåïè {(x′n, t′n), n = 0, 1, . . .} , ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
íà÷àëüíîé òî÷êè êîòîðîé p0,2 âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ å¼ ñîãëàñîâàíèÿ ñ ~F , à â êà÷åñòâå
ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ

p2(x′n, t′n → x′n+1t
′
n+1)

= q2
Γ

(
m
2

)

Γ
(

m+1
2

) ν
1
2

(t− t′n)
1
2 π

m
2

|x′n − x′n+1|(
4ν(t′n+1 − t′n)

)m
2

+1
exp

(
− |x′n − x′n+1|2

4ν(t′n+1 − t′n)

)
,

ïðè t > t′n+1 > t′n,

(37)
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è íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x′n+1 = x′n +2(ν(t′n+1− t′n)γ′m+1

2

)1/2ω′ , t′n+1 = t′n +(t− t′n)α′2 , è, êàê
âèäèì, êîíñòðóêòèâíî ìàðêîâñêàÿ öåïü (x′n, t′n) îòëè÷àåòñÿ îò öåïè (xn, tn), èñïîëüçóåìîé
ïðè ïîñòðîåíèè ñîïðÿæ¼ííîé îöåíêè, òîëüêî ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè:
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′n} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à {tn} � óáûâàåò. Âåñîâûå ìíîæèòåëè èìåþò
ïðè èñïîëüçîâàíèè p2 ñëåäóþùèé âèä:

(An)ij =





2
q2

Γ
(

m+1
2

)

Γ
(

m
2

) (t− t′n)
1
2

ν
1
2

ωj ui(x′n, t′n) , ñ âåðîÿòíîñòüþ q2,

0 , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q2.

(38)

Íåñìåù¼ííîñòü è êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ïðÿìîé îöåíêè â ïîëíîé àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåìû 2 ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé (28), (35), (36), (38).

Remark 4. Íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ïðåäïî÷òåíèè îäíîé èç îöåíîê (25), (29) íåëüçÿ äàòü
îäíîçíà÷íîãî îòâåòà, òàê êàê a priori íåÿñíî, êàêàÿ èç íèõ èìååò ìåíüøóþ äèñïåðñèþ. Ñëå-
äóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïîñòðîåíèå ìàðêîâñêîé öåïè (x′n, t′n) íå çàâèñèò îò òî÷êè (x, t), â
êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå. Ïîýòîìó ïðÿìóþ îöåíêó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â òîì
ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè w(x, t) îäíîâðåìåííî âî ìíîãèõ òî÷êàõ. Åñëè æå èñõîäíàÿ
çàäà÷à ïîñòàâëåíà òàê, ÷òî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà â ýòèõ òî÷êàõ, íå
íàõîäÿ ïðè ýòîì ñàìîãî ðåøåíèÿ, òî ïðåäïî÷òèòåëüíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ èñïîëüçîâàíèå
ëîêàëüíî-âåêòîðíîé îöåíêè.

2

Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíî-âåêòîðíîé îöåíêè îñíîâàíî íà ñîîòíîøåíèè, àíàëîãè÷íîì (28).
Îïðåäåëèì ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ W ∗ ðàâåíñòâîì

∫

X

K ′(x, t; x′, t′) ~W (x′, t′) =
∫

X

W ∗(x, t; x′, t′)~F (x′, t′).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî W ∗T åñòü ñóììà ðÿäà Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

W ∗T = K′∗W ∗T + K ′T .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà ζ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

ζ(x, t; x0, t0) =
N∑

n=0

K ′(x, t; xn, tn)Qn,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

ζ(x, t; xn, tn) = ζ(x, t; xn+1, tn+1)
K ′(xn+1, tn+1; xn, tn)
p2(xn, tn; xn+1, tn+1)

+ K ′(x, t; xn, tn), (39)

áóäåò íåñìåù¼ííîé îöåíêîé äëÿ W ∗(x, t; x0, t0).
Òàêèì îáðàçîì,
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~ζ(x, t) = ζ(x, t; x0, t0) ~Q0 + ~F (x, t)

=
N∑

n=0

K ′(x, t; xn, tn) ~Qn + ~F (x, t)
(40)

åñòü íåñìåù¼ííàÿ ëîêàëüíî-âåêòîðíàÿ îöåíêà äëÿ ~W (x, t). Çäåñü âåñîâûå ìàòðèöû Qn è
âåêòîðíûå âåñà ~Qn îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (31), (33), (38).

×òî êàñàåòñÿ êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè ýòîé îöåíêè, òî î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû âòîðûõ ìîìåíòîâ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàññèâîì ìàòðèö

Θip = {IEζijζpq}m
i,q=1 , i, p = 1, . . . ,m.

Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (39) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ìàòðèö åñòü ñóììà ðÿäà
Íåéìàíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

Θip =
∫

X

K ′T ΘipK ′

p2
+ ~LT

i
~kp + ~kT

i
~Lp + ~kT

i
~kp, i, p = 1, . . . , m. (41)

Çäåñü ~Li = ((W ∗K ′)i1, . . . , (W ∗K ′)im). Ñõîäèìîñòü ðÿäà è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîñòü âòî-
ðûõ ìîìåíòîâ äëÿ ëîêàëüíî-âåêòîðíîé îöåíêè ñëåäóþò èç ëåììû 1 è îãðàíè÷åííîñòè âåñî-
âûõ ìíîæèòåëåé (38).

3. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
3.1. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âî âíåøíîñòè îãðàíè÷åííîé îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè G0 ñ îäíîñâÿçíîé ãðàíèöåé Γ:

w(y, t)
∣∣∣
y∈Γ

= g(y, t), t ∈ (0, T ], (42)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2), âûïîëíÿþùèõñÿ â îáëàñòè G = IRm\G0 è ñîãëàñîâàííûõ ñ (42).
Ïîëàãàÿ, ÷òî g � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à Γ � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ðåøåíèå
çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû òåïëîâûõ ïîòåíöèàëîâ

w(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

G

dx′Z(x− x′, t− t′)

× [−(u · ∇)w(x′, t′) + c(x′, t′)w(x′, t′) + f(x′t′)
]

+
∫

G

dx′Z(x− x′, t)w0(x′)

+

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)2
∂Z

∂n(y′)
(x− y′, t− t′)µ(y′, t′).

(43)
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Çäåñü n(y′) � íîðìàëü ê Γ â òî÷êå y′, íàïðàâëåííàÿ â G0, (x, t) ∈ X ≡ G × (0, T ], (y, t) ∈
Y ≡ Γ× (0, T ]. Çàìåòèì, ÷òî íåîãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè G, êàê áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî,
íåïðèíöèïèàëüíà. Óñëîâèå ýòî, îäíàêî, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå â âû÷èñ-
ëèòåëüíîì îòíîøåíèè îöåíêè.

Ïðåäñòàâëåíèå (43), â îòëè÷èå îò (3), íåëüçÿ ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü, èáî ïðî-
èçâîäíûå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè ñòðåìëåíèè x ê ãðàíèöå Γ ñòàíîâÿòñÿ â ïðåäåëå
ñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè.

Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèìåíèì ê ïîòåíöèàëó, ñîäåðæàùåìó ãðàäèåíò ôóíê-
öèè w, ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî. Â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè |∇w(x, t)|
ïðè |x| → ∞ èìååì

w = K1w + K2w + K3µ + F, (44)

ãäå Ki � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè ñîîòâåòñòâåííî

k1(x, t; x′t′) = Z(x− x′, t− t′)
[
divu(x′, t′) + c(x′, t′)

]
,

k2(x, t; x′t′) = (u(x′, t′) · ∇x′)Z(x− x′, t− t′),

k3(x, t; y′, t′) = 2
∂Z

∂n(y′)
(x− y′, t− t′)

=
|x− y′| · cosϕy′x

(4π)m/2(ν(t− t′))m/2+1
exp

(
− |x− y′|2

4ν(t− t′)

)
,

F (x, t) =

t∫

0

dt′
∫

G

dx′Z(x− x′, t− t′)f(x′, t′)

+
∫

G

dx′Z(x− x′, t)w0(x′)

−
t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)Z(x− y′, t− t′)(u(x′, t′) · n(x′, t′))g(y′, t′).

Çäåñü ϕy′x = 6 (n(y′), x− y′), à â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ó÷òåíî êðàåâîå óñëîâèå (42).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü åù¼ îäíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè

µ, äîñòàòî÷íî ïåðåéòè â ñîîòíîøåíèè (44) ê ïðåäåëó ïðè x → y ∈ Γ è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðå-
äåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòíîãî ïîòåíöèàëà, îïðåäåë¼ííîãî íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

µ = Kb
1w + Kb

2w + Kb
3µ + F b − g, (45)

ãäå Kb
i � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè k1(y, t;x′, t′), k2(y, t; x′, t′) è k3(y, t; y′, t′) ñîîò-

âåòñòâåííî, F b � ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè F .

Theorem 3. Ïóñòü
a) uj(x, t), j = 1, . . . ,m íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â X ;
b) c(x, t), f(x, t) íåïðåðûâíû â X , îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó îòíîñèòåëüíî x
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ðàâíîìåðíî ïî t;
c) w0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â G;
d) g(y, t) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â Y;
e) ãðàíèöà îáëàñòè Γ � ëÿïóíîâñêàÿ èç êëàññà L1(B, λ) [17].

Òîãäà ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (44), (45) ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-ôóíêöèè (w̃, µ̃)T

ñ êîìïîíåíòàìè w̃ èç L∞(X ) è µ̃ èç L∞(Y). Ïðè ýòîì w̃ åñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1),
(2), (42).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [10]. Ïîêàæåì, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì ñóììè-
ðîâàíèÿ ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû (44), (45). Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà îñíîâàíî,
êàê è â òåîðåìå 1, íà íåðàâåíñòâàõ âèäà (9). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè uj
è c ÿäðà k1 è kb1 ïðèíàäëåæàò êëàññó K0;0 â îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñëàáî ïîëÿðíû ñ ïàðàìåòðîì δ1 = 1. ßäðà k2, kb2 ∈ K1;1 è ñëàáî ïîëÿðíû ñ ïàðàìåò-
ðîì δ1 = 0.5. Íà ëÿïóíîâñêîé ïîâåðõíîñòè êëàññà L1(B, λ) ÿäðî kb3, îïðåäåë¼ííîå íà
Y × Y , ïðèíàäëåæèò K1;1+� (ñì.[8]). Óñëîâèÿ ñëàáîé ïîëÿðíîñòè äëÿ òàêèõ ÿäåð åñòü
δ3 = (β − 2α + 1)/2 > 0 è m + β − 1 > 0. Çäåñü δ3 = λ/2. ×òî êàñàåòñÿ îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà K3, òî åãî ÿäðî îïðåäåëåíî íà X × Y , íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëÿðíûì íà Γ, è îí
íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (9).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1, îáîçíà÷èì K ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíûé îïå-
ðàòîð ñèñòåìû (44), (45) è çàïèøåì å¼ â ñëåäóþùåì ðàâíîñèëüíîì âèäå:

(
w

µ

)
= K

(
w

µ

)
+

(
F

F b − g

)

= K2

(
w

µ

)
+ K

(
F

F b − g

)
+

(
F

F b − g

)
.

(46)

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó [18], ëåãêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí (46) � îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K2. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñêàëÿðíûå èí-
òåãðàëüíûå îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â åãî îïðåäåëåíèå, ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ïîïàðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé îïåðàòîðîâ Ki, Kb

i , îäèí èç êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî ñëàáî ïîëÿðíûé. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äëÿ âñåõ êîìïîíåíò îïåðàòîðà K2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (9), ÷òî è îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ëåììû 1 ê (46). Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû (44),
(45) ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì ñõîäèìîñòü ýòà ðàâíîìåðíàÿ è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ÿäåð èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà èõ ìîäóëè.

Îáîçíà÷èì (w̃, µ̃)T ðåøåíèå (44), (45). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãëàäêîñòè w̃ ðàññìîòðèì
F . Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû îáú¼ìíûé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ f ïðèíàäëåæèò C2;1(X ), à
ïîâåðõíîñòíûé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ w0 è ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîò-
íîñòüþ (u · n)g áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé
ïëîòíîñòüþ µ̃ òàêæå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà, w̃ ∈ C2;1(X ). Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò (44), à ñëåäîâàòåëüíî, (42)
è èñõîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (42) ñ î÷å-
âèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ñèñòåìû (44), (45). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè w̃ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
êðàåâîé çàäà÷è. 2
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3.2. Îöåíêà ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
Àáñîëþòíàÿ (â ñìûñëå (15)) ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû (44), (45) ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü íåñìåù¼ííóþ îöåíêó ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòà ñèñòåìà
çàïèñàíà äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ è ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàçëè÷-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü âåñîâûå âåêòîðíûå îöåíêè. Îäíèì èç ïóòåé
ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî çàòðóäíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñêàëÿðíîé ñîïðÿæ¼ííîé îöåíêè íà
îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèè, çàäàííûå íà X , íà âñ¼ X, à ôóíêöèè, çàäàííûå íà Y, � íà Y =
Γ×IR, ïîëàãàÿ èõ ðàâíûìè íóëþ ïðè t < 0 è ïðè x ∈ G0. Îáîçíà÷èì ξ∗[w](x, t) è ξ∗[µ](y, t) �
íåñìåù¼ííûå îöåíêè äëÿ w(x, t) è µ(y, t) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðÿìàÿ ðàíäîìèçàöèÿ (44)
ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

ξ∗[w](xn, tn) = a0χG(x′n+1)(divu(x′n+1, t
′
n+1) + c(x′n+1, t

′
n+1)) ξ∗[w](x′n+1, t

′
n+1)

−χG(x′′n+1)(u(x′′n+1, t
′′
n+1) · a) ξ∗[w](x′′n+1, t

′′
n+1)

+
2k∑

j=1

χj
Γbj ξ∗[µ](yj

n+1, t
j
n+1) + F (xn, tn).

(47)

Çäåñü ñ ó÷¼òîì îñîáåííîñòåé èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå, (x′n+1, t

′
n+1) ðàñïðåäåëåíà â X ñ ïëîòíîñòüþ p0(xn, tn → x′n+1, t

′
n+1), (x′′n+1, t

′′
n+1) � ñ

ïëîòíîñòüþ p1(xn, tn → x′n+1, t
′
n+1), à òî÷êè (yj

n+1, t
j
n+1) � â Y ñ ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà B-

ïðîöåññà íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå [19]:

p(xn, tn → y, t) =
ν|xn − y| | cosϕyxn |

(4π)m/2(ν(tn − t))m/2+1
exp

(
− |xn − y|2

4ν(tn − t)

)
q . (48)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî yj
n+1 = xn + rj

nω, ãäå rj
n îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

ñ èçîòðîïíûì íàïðàâëåíèåì ω ñ ãðàíèöåé Γ, 2k ≥ 0 � ÷èñëî ýòèõ ïåðåñå÷åíèé (÷¼òíîå ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1),

tjn+1 = tn − (rj
n)2

4νγm
2

.

Êîýôôèöèåíòû a0 è a = (a1, . . . , am)T îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (18) è (22),

bj =





1
νq

sign
(
cosϕ

yj
n+1xn

)
, ñ âåðîÿòíîñòüþ q,

0 , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q.

(49)

à èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè χG è

χj
Γ =

{
1 , ïðè k > 0 è tjn+1 > 0 ,

0 , èíà÷å ,
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îïðåäåëÿþò ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ îáðûâà ñîîòâåòñòâóþùåé âåòâè ìàðêîâñêîé öåïè.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ðàíäîìèçàöèÿ (45) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-

íèå, îïðåäåëÿþùåå îöåíêó äëÿ µ :

ξ∗[µ](yn, tn) = a0χG(x′n+1)(divu(x′n+1, t
′
n+1) + c(x′n+1, t

′
n+1)) ξ∗[w](x′n+1, t

′
n+1)

−χG(x′′n+1)(u(x′′n+1, t
′′
n+1) · a) ξ∗[w](x′′n+1, t

′′
n+1)

+
2k−1∑

j=1

χj
Γbj ξ∗[µ](yj

n+1, t
j
n+1) + F (yn, tn)− g(yn, tn),

(50)

ãäå (x′n+1, t
′
n+1), (x′′n+1, t

′′
n+1), (yj

n+1, t
j
n+1) îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êîé (yn, tn) è ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè ïëîòíîñòÿìè ïåðåõîäà p0, p1 è p. Çäåñü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé 2k − 1 ïîëîæèòåëüíî è ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íå÷¼òíî.

Theorem 4. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå q0, q1, q ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (47), (50)
îïðåäåëÿþò íåñìåù¼ííóþ îöåíêó ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ ðåøåíèÿ w(x, t) êðàåâîé çàäà÷è
(1), (3), (42).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â ïåðâóþ î÷åðåäü óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè îöåíêè. Îáîçíà-
÷èì n

(G)
i , n

(Γ)
i � ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê ìàðêîâñêîé öåïè â i-ì ïîêîëåíèè â G è Γ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà
n

(G)
i+1 ≤ (q0 + q1)n

(G)
i + (q0 + q1)n

(Γ)
i ,

n
(Γ)
i+1 ≤ q2kn

(G)
i + q(2k − 1)n(Γ)

i ,
(51)

ãäå 2k � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè ãðàíèöû êîëè÷åñòâî å¼ ïåðå-
ñå÷åíèé ñ ïðÿìîé.

Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ n = (n(G), n(Γ))T íîðìó ||n|| = |n(G)|+ |n(Γ)|. Òîãäà
ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê ìàðêîâñêîé öåïè ðàâíî

+1∑

i=0

||ni||. (52)

Èç (51) ñëåäóåò, ÷òî
||ni+1|| ≤ ||Q||||ni||,

ãäå ìàòðèöà

Q =

(
q0 + q1 q0 + q1

q 2k q (2k − 1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (52) çàâåäîìî ñõîäèòñÿ, åñëè ||Q|| < 1. Çäåñü íîðìà ìàòðèöû, ñîãëàñî-
âàííàÿ ñ íîðìîé âåêòîðà n, ðàâíà q0+q1+q 2k. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè q0 = q1 = q = const,
òî äîñòàòî÷íî âçÿòü q < 1/(2 + 2k), ÷òîáû îöåíêà áûëà ðåàëèçóåìîé. Â ýòèõ óñëîâèÿõ å¼
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íåñìåù¼ííîñòü ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, å¼ îïðåäåëÿþùèõ,
è ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (44), (45).

Ïîêàæåì òåïåðü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ïîñòðîåííîé îöåíêè èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êî-
íå÷íîñòü âòîðûõ ìîìåíòîâ s[w] = IE(ξ�[w])2 è s[µ] = IE(ξ�[µ])2. Ïðè êîíå÷íîñòè ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ÷èñëà òî÷åê ìàðêîâñêîé öåïè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ñõîäèòñÿ ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé îíè óäîâëåòâîðÿþò
ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Èç (47), (50) èìååì

s[w] = K1;p0s[w] + K2;p1s[w] + K3;ps[µ] + Fs[w],

s[µ] = Kb
1;p0s[w] + Kb

2;p1s[w] + Kb
3;ps[µ] + Fs[µ],

(53)

ãäå

Fs[w] = K3;�µ − K3;pµ
2 + 2(K1w · K2w + K1w · K3µ + K2w · K3µ) + F (2w − F ),

Fs[µ] = Kb
3;�µ − K3;pµ

2 + 2(Kb
1w · Kb

2w + Kb
1w · Kb

3µ + Kb
2w · Kb

3µ)

+(F b − g)(2µ − F b + g).

Çäåñü

K3;�µ(x, t) =

+1∫

0

ds

∮
dφ

1

2πm=2ν2q
exp(−s)s

m
2
�1




2k(�)∑

j=1

χjΓsign
(
cos ϕyjx

)
µ(yj, tj)




2

,

tj = t − |x − yj|2
4νs

,

à ñóììà ïîä èíòåãðàëîì ðàâíà íóëþ, åñëè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x è îïðåäåëÿåìàÿ
òåëåñíûì óãëîì φ, íå ïåðåñåêàåò Γ. Îïåðàòîð Kb

3;�µ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ðàññìîòðèì ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (53). Èìååì

k1;p0(x, t; x0, t0) =
k2

1

p0
(x, t; x0, t0) = |k1| t

q0
χG(x0)|divu(x, t; x0, t0) + c(x, t; x0, t0)|,

k2;p1(x, t; x0, t0) =
k2

2

p1
(x, t; x0, t0) = |k2|χG(x0)|u · a|,

k3;p(x, t; y0, t0) =
k2

3

p
(x, t; y0, t0) = |k3|χY(y0, t0) 1

νq
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ÿäðà âñåõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â (53), êðîìå
îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà K3;p, ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ïîëÿðíûìè. Â ðåçóëüòàòå ìû îêàçûâàåìñÿ
â ñèòóàöèè òåîðåìû 3, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû (53) ñõîäèòñÿ ê îãðàíè-
÷åííîìó ðåøåíèþ s[w], s[µ], êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ ïîñòðîåííîé îöåíêè.

2
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Çàêëþ÷åíèå
Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñàííûå â äàííîé ðàáîòå, îñíîâàíû, êàê
âèäèì, íà ïîñòðîåíèè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (X(tn), tn), (X ′(t′n), t′n), (Y (t′′n), t′′n) è
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûå, ïðè÷¼ì êîíñòðóêòèâíî çàäàííûå, âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Çäåñü X(t) � äèôôóçèîííûé ïðîöåññ â IRm ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ p(x, t;x′, t′) = Z(x′ −
x, t′ − t), X ′(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ Z(x′ − x, t′ − t) Γ(m

2
)

Γ(m+1
2

)
|x′ −

x|/(4ν(t′− t))1/2, à Y (t′′n) � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå. Ïðè ýòîì, â
çàâèñèìîñòè îò âèäà îöåíêè, ìàðêîâñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ
ëèáî óáûâàþùèìè (äëÿ ñîïðÿæ¼ííîé), ëèáî âîçðàñòàþùèìè (äëÿ ïðÿìîé îöåíêè).

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå ëèíåéíûõ çàäà÷
îñíîâàíû íà ìîäåëèðîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé, ÷òî åñòåñòâåííî ñêîðåå äëÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [14]. Â òî æå âðåìÿ, êàê èçâåñòíî [16], ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ (èñêóñ-
ñòâåííîãî âåòâëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè¼ìîì óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè è â ëèíåéíîì
ñëó÷àå. Àïðèîðíîå ñðàâíåíèå òðóäî¼ìêîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ê ñîæàëåíèþ, âðÿä ëè âîçìîæíî â ñèëó òîãî, ÷òî îöåíêè ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, âåñüìà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò
îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, îñíîâàííûå íà äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ïîøàãîâîì ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, òðåáóþò O(ε−3) àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çà-
äàííîé òî÷íîñòè ε [20]. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â äàííîé ðàáîòå, èìåþò, â
ñèëó îãðàíè÷åííîñòè äèñïåðñèè, òðóäî¼ìêîñòü O(ε−2).
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