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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå
î ñðåäíåì äëÿ çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áëóæäàíèå ïî
ñôåðàì è ïðè âûõîäå òðàåêòîðèè íà îòðàæàþùóþ ãðàíèöó. Ýòî ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü
àëãîðèòìà â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì.

Simonov N.A. Random walk-on-spheres algorithms for solving mixed and Neumann
boundary-value problems //

We propose new approach to constructing Monte Carlo methods for solving mixed boundary-value problems
for elliptic equations with constant coe�cients. We derived mean-value relation for point values of the solution.
As a consequence, the walk-on-spheres algorithm still can be used even after trajectory hits the re�ecting
boundary. Such approach is signi�cantly more e�cient than the standard one.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà-Áîëüöìàíà (Ãåëüìãîëü-
öà):

∆u− κ2u = −f , κ = const ≥ 0 (1)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ Rm, óäîâëåòâîðÿþùåå íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè Γ = ∂G
ñìåøàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì

α(y)
∂u

∂n
(y) + β(y)u(y) = g(y) , y ∈ Γ . (2)

Çäåñü α = 1, β = 0 íà Γ0 è íàîáîðîò α = 0, β = 1 íà Γ1 = Γ \ Γ0. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ãðàíèöà îáëàñòè êóñî÷íî ãëàäêàÿ, ðåãóëÿðíàÿ è ÷òî ïàðàìåòðû çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ [6].

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (ñëó-
÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò α òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ) ðàçðàáîòàíû è óñïåøíî ïðèìå-
íÿþòñÿ â òå÷åíèå óæå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî ïåðèîäà âðåìåíè [15, 3, 1]. Àëãîðèòìû
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî èç ýòîãî êëàññà (ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ñôåðàì, ïî øàðàì, êó-
áàì, è ò.ï.) îñíîâàíû íà ðàíäîìèçàöèè ñîîòíîøåíèé î ñðåäíåì è ôîðìóë Ãðèíà è ïîç-
âîëÿþò ýôôåêòèâíî ìîäåëèðîâàòü òî÷êè âûõîäà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöó
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îáëàñòè (èëè â å¼ îêðåñòíîñòü), ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå âî âíóòðåííåé òî÷êå âû÷èñëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ èçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â òî÷êàõ âûõîäà. Äðóãîé ïîäõîä ê
ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè
ïîòåíöèàëà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò èñõîäíîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ íà
ïëîòíîñòü, çàäàííóþ íà ãðàíèöå îáëàñòè [5]. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è âû÷èñëå-
íèÿ èñêîìîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå [11, 12].
Ïîäîáíûé ïðè¼ì ðàáîòàåò êàê äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå, òàê è äëÿ çàäà÷ Íåéìàíà è òðå-
òüåé êðàåâîé çàäà÷è ñ íåâûðîæäàþùèìèñÿ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè: α ≥ α0 > 0,
β ≥ β0 > 0. Ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ðåøå-
íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âåðî-
ÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [14, 13] è ïðÿìîì ìîäåëèðîâàíèè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ
ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íà-
ïðèìåð, [10]). Ýòîò ïîäõîä óíèâåðñàëåí, òàê êàê ïîçâîëÿåò ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, íî, c î÷å-
âèäíîñòüþ, â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà íåïîñðåäñòâåííîì ìîäåëèðîâàíèè
òî÷åê âûõîäà èç ïîäîáëàñòåé, ìàëîýôôåêòèâåí, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè ïîäðîáíîãî ïîøàãîâîãî ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè âíóòðè îáëàñòè, à âî-âòîðûõ, â
ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, òðåáóåò óìåíèÿ ìîäåëèðîâàòü âðåìÿ
æèçíè íà ãðàíèöå [13], ÷òî äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ íåðåø¼ííîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëå-
ìîé. Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè (êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè) îáëà-
äàåò è àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî óçëàì ñåòêè, îñíîâàííûé íà ðàíäîìèçàöèè
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è êðàåâûõ óñëîâèé.
Ïðîäóêòèâíàÿ èäåÿ î ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì âíóòðè
îáëàñòè â êîìáèíàöèè ñ îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå â ñîîòâåòñòâèè ñ àïïðîêñèìàöèåé êðà-
åâîãî óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ âûñêàçûâàëàñü åù¼ â 60-õ
ãîäàõ (ñì., â ÷àñòíîñòè, [9]), íî â âèäå ðàáîòàþùåãî àëãîðèòìà, ñõîäèìîñòü êîòîðîãî ïî-
äðîáíî èññëåäîâàíà, ðåàëèçîâàíà ëèøü ñîâñåì íåäàâíî [16]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî,
÷òî èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè íåèçáåæíî âíîñèò äîïîëíèòåëü-
íîå ñìåùåíèå â îöåíêó, âåëè÷èíó êîòîðîãî íåîáõîäèìî ñîãëàñîâûâàòü ñî ñòàòèñòè÷åñêîé
îøèáêîé. Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, äèñïåðñèÿ îöåíêè ìîæåò ðàñòè
ïðè óìåíüøåíèè ñìåùåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè óâåëè÷èâàòü ñòàòèñòèêó è,
êàê ñëåäñòâèå, ê âîçðàñòàíèþ òðóäî¼ìêîñòè âû÷èñëåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ëèáî ïîëíîñòüþ èçáàâèòüñÿ îò
äîïîëíèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ, ëèáî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè êðàå-
âûõ óñëîâèé çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ î ñðåäíåì è, êàê ñëåäñòâèå, àëãîðèòìà
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì íå òîëüêî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè, íî òàêæå è
íà å¼ ãðàíèöå.

2. Ñîîòíîøåíèå î ñðåäíåì äëÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñîîòíîøåíèå î ñðåäíåì äëÿ çíà÷åíèÿ

ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå.
Ïóñòü òî÷êà x íàõîäèòñÿ íà Γ, ãðàíèöå îáëàñòè. ßñíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà îáëàñòåé ìû áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð íîðìàëè â ýòîé
òî÷êå îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî, òî åñòü x ëèáî ýëëèïòè÷åñêàÿ òî÷êà, ëèáî âíóòðåííÿÿ òî÷êà
ïëîñêîé ÷àñòè ãðàíèöû. Åñëè α(x) = 0, òî èç êðàåâûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî

u(x) = g(x) , (3)
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òî åñòü çíà÷åíèå ðåøåíèå èçâåñòíî. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x ∈ Γ0, è ïîñòðîèì ñî-
îòíîøåíèå î ñðåäíåì äëÿ u(x). Áóäåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî m = 3.
Îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ñîâåðøåííî î÷åâèäíî.

Ðàññìîòðèì øàð B(x, a) ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â çàäàííîé òî÷êå x. Ôóíêöèÿ Ãðèíà
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (1) â ýòîì øàðå èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

Φκ(y) = − 1
4π

sinh(κ(a− |y − x|))
|y − x| sinh(κa)

,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∇yΦκ(y) =
1
4π

y − x

|y − x|3
sinh(κ(a− |y − x|)) + κ|y − x| cosh(κ(a− |y − x|))

sinh(κa)
.

Âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x, ∆yΦκ(y)− κ2Φκ(y) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bi(x, a) = B(x, a)

⋂
G ÷àñòü øàðà, ëåæàùóþ âíóòðè îáëàñòè, Si(x, a)

� ÷àñòü åãî ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿùóþñÿ â G, è ΓS � ãðàíèöó Bi(x, a), òî åñòü Si(x, a)
⋃

(Γ
⋂

B(x, a)).
Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ïàðû ôóíêöèé u, Φκ â Bi(x, a) \B(x, ε), òî åñòü âî âíóò-
ðåííåé ÷àñòè øàðà ñ èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

0 =
∫

ΓS\B(x,ε)

∂Φκ

∂n
u ds

−
∫

(Γ
T

B(x,a))\B(x,ε)
Φκ

∂u

∂n
ds

−
∫

Si(x,ε)

1
4πε2

sinh(κ(a− ε)) + κε cosh(κ(a− ε))
sinh(κa)

u ds

+
∫

Si(x,ε)

1
4πε

sinh(κ(a− ε))
sinh(κa)

∂u

∂n
ds .

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ Φκ = 0 íà ñôåðå S(x, a), à òàêæå, ÷òî âíåøíÿÿ ïî
îòíîøåíèþ ê Bi(x, a) \ B(x, ε) íîðìàëü íà Si(x, ε) ðàâíà −(y − x)/ε. Ïðè y ∈ Si(x, ε)

èìååì, â ñèëó ãëàäêîñòè ôóíêöèè u, ÷òî u(y) = u(x) + O(ε). Êðîìå òîãî,
∣∣∣∣
∂u

∂n

∣∣∣∣ ≤ const è

ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè |Si(x, ε)| = 2πε2(1 + O(ε)). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

−
∫

Si(x,ε)

1
4πε2

sinh(κ(a− ε)) + κε cosh(κ(a− ε))
sinh(κa)

u ds = −1
2
u(x) + O(ε)

è ∫

Si(x,ε)

1
4π

sinh(κ(a− ε))
sinh(κa)ε

∂u

∂n
ds = O(ε) .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

u(x) =
∫

ΓS\{x}
2
∂Φκ

∂n
u ds

−
∫

Γ
T

B(x,a)\{x}
2Φκ

∂u

∂n
ds , (4)

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2),
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u(x) =
∫

ΓS\{x}
2
∂Φκ

∂n
u ds

−
∫

Γ
T

B(x,a)\{x}
2Φκg ds . (5)

Çäåñü áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íà âñåé ÷àñòè ãðàíèöû, çàêëþ÷¼ííîé
âíóòðè øàðà B(x, a), çàäàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå îñòà¼òñÿ âåðíûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (κ = 0). Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå â
øàðå B(x, a) èìååò â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé âèä: Φ0(y) = − 1

4π

(
1

|y − x| −
1
a

)
, à å¼

ãðàäèåíò ðàâåí ∇yΦ0(y) =
1
4π

y − x

|y − x|3 . Ïðè ýòîì, ñ î÷åâèäíîñòüþ, âñå àñèìïòîòè÷åñêèå
è ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x îñòàþòñÿ â ñèëå.

Ïåðåïèøåì (5) â áîëåå óäîáíîì âèäå, ÿâíî âûäåëèâ îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Èìååì

u(x) =
∫

ΓS\{x}

1
2π

cosϕyx

|y − x|2 Wκ,a u(y) ds(y)

+
∫

Γ
T

B(x,a)\{x}

1
2π|y − x| (1− |y − x|

a
)W 1

κ,ag(y) ds(y) . (6)

Çäåñü cosϕyx åñòü óãîë ìåæäó âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê Bi(x, a) íîðìàëüþ â òî÷êå y è
âåêòîðîì y − x, à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

Wκ,a(|y − x|) =
sinh(κ(a− |y − x|)) + κ|y − x| cosh(κ(a− |y − x|))

sinh(κa)

óæå íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé. Íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû S(x, a) Wκ,a = W 0
κ,a ≡

κa

sinh(κa)
.

Ïðè ýòîì âñþäó â çàìêíóòîì øàðå ñ âûðåçàííûì öåíòðîì B(x, a) \ {x}, î÷åâèäíî, Wκ,a

ìåíüøå åäèíèöû è ïîëîæèòåëüíà. Äëÿ κ = 0 ýòà ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå.
Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ W 1

κ,a, ðàâíàÿ
sinh(κ(a− |y − x|))

a− |y − x|
a

sinh(κa)
, òàêæå íå ñîäåðæèò îñîáåí-

íîñòåé, ìåíüøå ëèáî ðàâíà åäèíèöå è áîëüøå ëèáî ðàâíà κa

sinh(κa)
. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè

κ = 0 îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå.

3. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âî âñåé îáëàñòè è
àëãîðèòì áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1). Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ −f íå ðàâíà íóëþ, òî îò èñ-
õîäíîé ïîñòàíîâêè âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è äëÿ ôóíêöèè v(x) =

u(x)+
∫

G
Φκf . Ïðè ýòîì â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âîéä¼ò îáú¼ìíûé ïîòåíöèàë, âìåñòî íåèç-

âåñòíûõ òî÷íûõ çíà÷åíèé êîòîðîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü åãî íåñìåù¼ííóþ îöåíêó [3, 1].
Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ïîäõîä àïðèîðè áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì ðàññìîòðåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ
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íå íà êàæäîì øàãå òðàåêòîðèè, à òîëüêî â íà÷àëüíîé òî÷êå è ïðè âûõîäå ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ íà ãðàíèöó.

Ïóñòü x ∈ G. Îïðåäåëèì d(x) êàê ðàññòîÿíèå îò äàííîé òî÷êè äî ãðàíèöû îáëàñòè
Γ è çàïèøåì â øàðå B(x, d(x)) èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ïàðû ôóíêöèé u,
óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (1), è ôóíêöèè Ãðèíà Φκ, ïîñòðîåííîé äëÿ ýòîãî øàðà:

u(x) =
∫

S(x,d(x))

∂Φκ

∂n
u ds . (7)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ε-ïîëîñó âáëèçè ãðàíèöû (ε-îêðåñòíîñòü)
Γε = {x ∈ G : d(x) < ε} è îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗ ∈ Γ áëèæàéøóþ ê x òî÷êó íà ãðàíèöå.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ Γε. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû α(x∗) áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçíûå
ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå è òî÷êå x∗. Â ñëó÷àå, êîãäà
α(x∗) = 0, òî åñòü x∗ ∈ Γ1, ïîëàãàåì

u(x) = g(x∗) + φ1(x, x∗) , (8)

ãäå φ1(x, x∗) = O(ε) ïðè ε → 0. Åñëè x∗ ∈ Γ0, òî, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

u(x) = u(x∗)− g(x∗)d(x) + φ0(x, x∗) . (9)

Çäåñü φ0(x, x∗) = O(ε2) ïðè ε → 0. Óêàçàííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âåðíû
ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ âáëèçè ãðàíèöû (ïî
êðàéíåé ìåðå, â íàïðàâëåíèè íîðìàëè).

Ïî àíàëîãèè ñ [2, 3, 1] îáúåäèíèì ñîîòíîøåíèÿ (7), (8), (9), (5), (3) â âèäå îäíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â G ñ îáîáù¼ííûì ÿäðîì:

u(x) =
∫

G
k(x, x′) u(x′) dx′ + F (x) . (10)

Çäåñü

k(x, x′) = χS(x,d)(x
′)

1
4πd2

κd

sinh(κd)
, ïðè x ∈ G \ Γε ;

= χΓ0(x
∗) χΓS\{x∗}(x′)

1
2π

cosϕx′x∗

|x′ − x∗|2 Wκ,a , ïðè x ∈ Γε , (11)

F (x) = 0 , ïðè x ∈ G \ Γε ;

= χΓ0(x
∗)

∫

Γ
T

B(x∗,a)\{x∗}

1
2π|y − x∗| (1− |y − x∗|

a
)W 1

κ,ag(y) ds(y)

+ χΓ0(x
∗) (−g(x∗) d(x) + φ0(x, x∗))

+ (1− χΓ0(x
∗))(g(x∗) + φ1(x, x∗)) , ïðè x ∈ Γε . (12)

4. Ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà è îöåíêè
ðåøåíèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ u(x), óäîâëåòâîðÿþùåé (10), áóäåì ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé ïîäõîä
ê ïîñòðîåíèþ ìîíòå-êàðëîâñêèõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà ìå-
òîäèêà îñíîâàíà íà ìîäåëèðîâàíèè ìàðêîâñêîé öåïè {x0, x1, . . .}, ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü
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êîòîðîé, p(xi → xi+1), ñîãëàñîâàíà ñ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà k. Ïðàêòè÷åñêîå
ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ, êàê èçâåñòíî [3], âîçìîæíî òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà ñõîäèòñÿ ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì, ðàâíûì |k|. Ñëåäóåò
çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïðîöåäóðà äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè îáîñ-
íîâàíèè àëãîðèòìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå, â
ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè íåïðèìåíèìà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåñìåù¼ííîñòü è êîíå÷íîñòü
äèñïåðñèè ïîëó÷àåìîé îöåíêè ìû áóäåì ïîêàçûâàòü íàïðÿìóþ, â ïðîöåññå å¼ ïîñòðîåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ0 � ÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà, ñîñòîèò
èç âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé (â ÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòåé). Â òàêîì ñëó÷àå ÿäðî èíòåãðàëü-
íîãî îïåðàòîðà K èç (10) âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî. Â ñèëó òîãî, ÷òî

∫
k(x, x′)d x′ ≤ 1, ìû

ìîæåì ïîëîæèòü p(xi → xi+1) = k(xi, xi+1). Ïîäîáíûé ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâà-
åìîìó ïðÿìîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Âåñà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû åäèíèöå, à îöåíêà ðåøåíèÿ u
â òî÷êå x = x0 (ñîïðÿæ¼ííàÿ â òåðìèíîëîãèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî) åñòü

ξ[u](x) =
N∑

i=0

ξ[F ](xi) . (13)

Çäåñü N � ñëó÷àéíàÿ äëèíà ìàðêîâñêîé öåïè, à ïîä ñóììîé ñòîÿò îöåíêè çíà÷åíèé ôóíê-
öèè F â òî÷êàõ xi.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îöåíêè (13) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìîäåëèðóåòñÿ òðàåêòîðèÿ
ìàðêîâñêîé öåïè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå: x0 = x ∈ G.
Ïðè ýòîì, åñëè xi � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè, òî

xi+1 = xi + d(xi) ωi ,

ãäå {ω0, ω1, . . .} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ åäèíè÷íûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåíèå öåïè ïðîèñõîäèò ðåêóððåíòíî: ñëåäóþùàÿ òî÷êà öåïè âûáèðà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé ïî ïîâåðõíîñòè ìàêñèìàëüíîé ñôåðû S(xi, d(xi)), âïè-
ñàííîé â îáëàñòü G. Ïîëàãàåì, ÷òî íà êàæäîì ïåðåõîäå öåïü ìîæåò îáîðâàòüñÿ ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1− κd(xi)

sinh(κd(xi))
(çäåñü âîçìîæíî ïðèìåíåíèå è âåñîâîãî âàðèàíòà ïîñòðîåíèÿ

îöåíêè ðåøåíèÿ, îïèñàííîãî â [2]). Ïðè ýòîì âêëàä â îöåíêó ðàâåí íóëþ, â ñèëó òîãî,
÷òî F (xi) = 0 äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè.

Êàê òîëüêî ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå çàäàííîãî ε, òî åñòü xi ∈ Γε,
îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøàÿ ê xi òî÷êà íà ãðàíèöå, x∗i , è ê îöåíêå ðåøåíèÿ ïðèáàâëÿåòñÿ
ξ[F ](xi). Åñëè x∗i ∈ Γ1, òî ìàðêîâñêàÿ öåïü îáðûâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà â òî÷êå x∗i çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåéìàíà, ìîäåëèðîâàíèå öåïè ïðî-
äîëæàåòñÿ è ñëåäóþùàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî òåëåñíîìó óãëó íà âûïóêëîé
ïîâåðõíîñòè ΓS. Âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ íà ýòîì ïåðåõîäå ðàâíà Wκ,a(|xi+1 − x∗i |). Çà-
ìåòèì, ÷òî åñëè Γ

⋂
B(x∗i , a) åñòü êðóã íà ïëîñêîñòè, òî xi+1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

ïîïàäàåò âíóòðü îáëàñòè G (íà ïîëóñôåðó S(x∗i , a)
⋂

G) è âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ ðàâíà
κa

sinh(κa)
, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòüþ ïðè ïîñòðîåíèè ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì âíóòðè îáëàñòè.
Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ ïîñòðîåííîé ìàðêîâñêîé öåïè êîíå÷íî, à â ïðåäïî-

ëîæåíèè íåñìåù¼ííîñòè è êîíå÷íîñòè âòîðûõ ìîìåíòîâ ξ[F ](xi) ïîëó÷àþùàÿñÿ îöåíêà
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé è îáëàäàåò êîíå÷íîé äèñïåðñèåé.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (ñ î÷åâèäíîñòüþ, îãðàíè÷åííîå) âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà-
÷è:
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∆p0 = 0 , p0|Γ1 = 0 ,
∂p0

∂n
|Γ0 = 1 . (14)

Èç îïðåäåëåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è, åñëè x∗i íàõîäèòñÿ íà ïëîñêîé ëèáî
ñôåðè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû, òî F (xi) =

a

2
− d(xi) + φ0(xi, x

∗
i ) =

a

2
+ O(ε). Äëÿ ýëëèïòè-

÷åñêèõ òî÷åê, ñ î÷åâèäíîñòüþ, F (xi) =
a

2

(
1 + O

( a

2R

))
ïðè ìàëûõ a/R > c0ε

1/2, ãäå R

� ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå, à c0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Ïî ïîñòðîåíèþ, âêëàä â îöåíêó äëÿ p0 ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè âûõîäå ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ íà ãðàíèöó Γ0, íà êîòîðîé çàäàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, îä-
íàêî, ÷òî ìû íå ìîæåì íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü (13) äëÿ îöåíèâàíèÿ ÷èñëà øàãîâ ÷åðåç
îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè p0 ê ðàäèóñó âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû. Äåëî â òîì, ÷òî
ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ î ñðåäíåì (6) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñþäó íà Γ

⋂
B(x∗i , a) çàäàíî

óñëîâèå Íåéìàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, a íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ðàññòîÿíèå îò x∗i äî ëèíèè
ðàçäåëà Γ0 è Γ1. Áóäåì áðàòü ai, ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû íà i-òîì øàãå, ðàâíûì
ýòîìó ðàññòîÿíèþ (òî÷íåå, ìèíèìóìó èç äâóõ âåëè÷èí: ýòîãî ðàññòîÿíèÿ è ðàññòîÿíèÿ
äî áëèæàéøåãî, íî íå ñâÿçíîãî ñ îêðåñòíîñòüþ x∗i â ïðåäåëàõ B(x∗i , a), ó÷àñòêà ãðàíèöû).
Ïðè òàêîì âûáîðå ai ìîãóò áûòü êàê óãîäíî ìàëûìè.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü îáðûâà òðàåêòîðèè (ïðè κ = 0) â ñëó÷àå ìàëûõ ðàññòîÿíèé äî
ëèíèè ðàçäåëà. Â ýòîé ñèòóàöèè ãðàíèöó ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ñ÷èòàòü ïëîñêîñòüþ, ðàç-
äåë¼ííîé ïðÿìîé íà ïîãëîùàþùóþ è îòðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòè. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ òî÷åê âûõîäà äèôôóçèîííîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü âûðàæàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè,
÷òî ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòó ïëîòíîñòü è âû÷èñëèòü óñðåäí¼ííóþ ïî ïîëóñôåðå
âåðîÿòíîñòü. Îíà, ñ î÷åâèäíîñòüþ, íå çàâèñèò îò ai è ðàâíà ïðèáëèæ¼ííî 0.324. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî N0,2, ñðåäíåå ÷èñëî îòðàæåíèé âáëèçè ëèíèè ðàçäåëà, åñòü âåëè÷èíà, íå
ïðåâûøàþùàÿ c/q, ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à q � âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ, îòäå-
ë¼ííàÿ îò íóëÿ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå a∗ è ðàçäåëèì âñå îòðàæåíèÿ íà äâå ãðóïïû: â
ïåðâóþ âêëþ÷èì òå, äëÿ êîòîðûõ ai > a∗, à âî âòîðóþ � âñå îñòàëüíûå. Ïóñòü N0,1 �
ñðåäíåå ÷èñëî îòðàæåíèé èç ïåðâîé ãðóïïû. Òîãäà èìååì p0 ≥ N0,1a

∗/2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñðåäíåå îáùåå ÷èñëî îòðàæåíèé, N0 = N0,1 + N0,2, íå ïðåâîñõîäèò Ca =

2p0

a∗
+

c

q
.

Êàê èçâåñòíî, ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì äî ïîïàäàíèÿ
â ε-ïîëîñó âáëèçè ãðàíèöû íå ïðåâîñõîäèò C| log(ε)| [1]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ÷èñ-
ëî ïåðåõîäîâ ïîñòðîåííîé íàìè ìàðêîâñêîé öåïè ñ îòðàæåíèÿìè òàêæå èìååò òîò æå
ïîðÿäîê è íå ïðåâîñõîäèò CaC| log(ε)|.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîíå÷íîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà òî÷åê ìàðêîâñêîé öåïè ðàâíîñèëüíà ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ íåîòðèöàòåëüíûì ÿäðîì, ñîâïàäà-
þùèì ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ ýòîé öåïè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñõîäèòñÿ
ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10). Êðîìå òîãî, ïðè ïðÿìîì ìîäåëèðîâàíèè
ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî â óðàâíåíèè äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà îöåíêè, ñîâ-
ïàäàåò ñ k [3]. Îòñþäà âûòåêàåò êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè îöåíêè ξ[u] ïðè èçâåñòíûõ òî÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè F .

Â ïðåäïîëîæåíèè íåñìåù¼ííîñòè îöåíîê ξ[F ](xi) è èõ óñëîâíîé, ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ xi, íåçàâèñèìîñòè îò ìàðêîâñêîé öåïè, îöåíêà ðåøåíèÿ ξ[u] áóäåò, â ñèëó ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà Íåéìàíà, òàêæå íåñìåù¼ííîé. Èç ðàâíîìåðíîé ïî xi îãðàíè÷åííîñòè äèñïåð-
ñèé ξ[F ](xi) áóäåò ñëåäîâàòü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ðåçóëüòèðóþùåé îöåíêè. Ðàññìîòðèì
ïðàâóþ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Ïðè îöåíèâàíèè èíòåãðàëà ïî
÷àñòè ãðàíèöû, ëåæàùåé âíóòðè âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû, ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êå ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ýòó òî÷êó â
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ñîîòâåòñòâèè ñ ëþáîé ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ. Íàïðèìåð, åñëè xi � ýëëèïòè÷åñêàÿ, âûáèðàòü
å¼ ðàâíîìåðíî ïî òåëåñíîìó óãëó, èëè, åñëè ãðàíèöà ïëîñêàÿ, òî è óãîë, è ðàññòîÿíèå â
ëîêàëüíîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàçûãðûâàòü ðàâíîìåðíî. Ïîäîáíûé ïîäõîä ïîç-
âîëÿåò äîáèòüñÿ òðåáóåìîé îãðàíè÷åííîñòè äèñïåðñèé.

Çàìåòèì, ÷òî êðîìå èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå â âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè âõîäÿò
òàêæå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè φ0 è φ1, îïèñûâàþùèå îøèáêó, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ó÷¼-
òå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â ε-ïîëîñå âáëèçè ãðàíèöû. Ïðåíåáðåãàÿ èìè, ìû ïðèõîäèì ê
ðåàëèçóåìîé, íî ñìåù¼ííîé îöåíêå, îòëè÷àþùåéñÿ îò (13) òåì, ÷òî ôóíêöèÿ F â íåé
çàìåíåíà íà F̃ . Îöåíèì ïîëó÷àþùååñÿ ñìåùåíèå. Îíî, ñ î÷åâèäíîñòüþ, ðàâíî φ1 + N0φ0

è, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü âåëè÷èíà òîãî æå ïîðÿäêà ε, ÷òî è ïðè îöåíêå çàäà÷è Äèðèõëå ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ ξ[u](x), ïîñòðîåííàÿ íà òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ ïî ñôåðàì, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ êàê âíóòðè îáëàñòè, òàê è ïðè ìîäåëèðîâàíèè
îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû, ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (1),
(2). Äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè êîíå÷íà, à ñìåùåíèå åñòü âåëè÷èíà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è
øèðèíà ïîëîñû âáëèçè ãðàíèöû. Òðóäî¼ìêîñòü ïîñòðîåííîé îöåíêè åñòü O(log(δ) δ−2).
Çäåñü δ, òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ øèðèíîé ïðèãðàíè÷íîé ïîëîñû ε.

Åñëè κ > 0, òî óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ âåðíûì è äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé (ñ øàãîì h) àïïðîêñèìàöèè íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ïîñëå êàæäîãî ïîïàäàíèÿ â îêðåñòíîñòü ÷àñòè ãðàíèöû Γ0, íà êîòîðîé çàäàíî
óñëîâèå Íåéìàíà, â îöåíêó âíîñèòñÿ ñìåùåíèå ïîðÿäêà O(ε + h2) [4, 8]. Îòñþäà, â ÷àñò-
íîñòè, âûòåêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîãëàñîâàíèÿ øèðèíû ïîëîñû ε ñ øàãîì àïïðîêñèìàöèè
h. Ñðåäíåå ÷èñëî îòðàæåíèé â ýòîì àëãîðèòìå åñòü N0 = O(h−1). Ïîýòîìó, åñëè ε ∼ h2,
òî ñóììàðíîå ñìåùåíèå åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà h. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå îáùåå
÷èñëî øàãîâ òðàåêòîðèè áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì ñ îòðàæåíèÿìè ðàâíî O(log(ε) h−1). Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè δ � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü, òî øàã â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íåîáõîäèìî áðàòü ïîðÿäêà δ, øèðèíó ïîëîñû ε � ïîðÿäêà δ2.
Òðóäî¼ìêîñòü ýòîé îöåíêè, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà O(log(δ) δ−3).

Òàêèì îáðàçîì, êàê âèäèì, ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñó-
ùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì â ïðèìåíåíèè ê
ðåøåíèþ ñìåøàííîé çàäà÷è è çàäà÷è Íåéìàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà G íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ñ î÷åâèäíîñòüþ, àëãîðèòì
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì âïîëíå ïðèìåíèì è â ýòîì ñëó÷àå. Îí ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî ìîäåëèðîâàòü âûõîä äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ëþáóþ ðåãóëÿðíóþ ãðàíèöó,
â òîì ÷èñëå è íà êóñî÷íî-ãëàäêóþ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïðè ïðÿìîì ïîñòðî-
åíèè òðàåêòîðèè áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì â ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû
ó÷èòûâàþòñÿ ð¼áðà è âåðøèíû, íàïðàâëåííûå âíóòðü îáëàñòè. Îáðûâ òðàåêòîðèè â ε-
ïîëîñå âáëèçè ãðàíèöû ìîæåò ïðèâîäèòü ïðè òàêîì ïîäõîäå ê àðòåôàêòàì, â ñèëó òîãî,
÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà èìåþùèå íóëåâóþ ïîâåðõíîñòíóþ ìåðó ÷àñòè ãðàíèöû áóäåò
îòëè÷íà îò íóëÿ.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè áëóæäàíèÿ ïî ñôå-
ðàì, íå ïðèâîäÿùèì ê âûõîäó ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ òðàåêòîðèè íà ÷àñòè ãðà-
íèöû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü ìåíüøå, ÷åì m− 1, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä áëóæäàíèÿ â ïîäîáëà-
ñòÿõ, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè G â âèäå ñóììû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ îáëàñòåé,
â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû èùåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî [7]. Ïðè òàêîì



Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è 9

ïîäõîäå òî÷êà âûõîäà òðàåêòîðèè íà Γ è â ñëó÷àå íåâûïóêëîé îáëàñòè G áóäåò ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ åäèíèöà ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êîé.

Ïóñòü â ýòîé òî÷êå x∗ ∈ Γ0 çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà è íàõîäèòñÿ îíà íà âûïóêëîé
âíóòðü ÷àñòè ãðàíèöû. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå äëÿ îöå-
íèâàíèÿ ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, îñíîâàííîãî íà ðàíäîìèçàöèè èíòå-
ãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6), íåâîçìîæíî. Äåëî â òîì, ÷òî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòî-
ðà, âûïèñàííîãî äëÿ îêðåñòíîñòè x∗, ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì. Îíî ðàâíî 1

2πa2

κa

sinh(κa)
íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû S(x∗, a) è (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì a) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìåíüøå
íóëÿ íà Γ

⋂
B(x∗, a), â ñèëó òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óãîë ϕyx òóïîé.

Íàèáîëåå ïðîñòîé âûõîä â äàííîé ñèòóàöèè � âîñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûì ïðèáëè-
æåíèåì ê òî÷íîé ôîðìóëå (6). Ïîñòóïèì òàêèì îáðàçîì. Ïîñòðîèì êàñàòåëüíóþ ïëîñ-
êîñòü â òî÷êå x∗ è ñëåäóþùóþ òî÷êó ìàðêîâñêîé öåïè áóäåì âûáèðàòü âíóòðè îáëàñòè
G â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû S+(x∗, a),
îòñåêàåìîé ýòîé ïëîñêîñòüþ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èí-
òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âíîñèò, ïðè ìàëûõ a/2R, ñìåùåíèå ïîðÿäêà (a/2R)3, ãäå R �
ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû â òî÷êå x∗. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíîå ñìåùåíèå
îöåíêè åñòü O((a/2R)2), à òðóäî¼ìêîñòü ðàâíà O(log(δ) δ−5/2).

Àïïðîêñèìàöèè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â (6) â âèäå ðàçíîñòè K+ −K−. Ïðè ýòîì ÿäðî K+

ïîëîæèòåëüíî, è ýòîò îïåðàòîð ïåðåâîäèò ôóíêöèè, çàäàííûå íà S(x∗, a), â ôóíêöèè,
çàäàííûå íà Γ

⋂
B(x∗, a). ßäðî K− íåîòðèöàòåëüíî, íîðìà åãî åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà

a/2R, à äåéñòâóåò ýòîò îïåðàòîð íà ôóíêöèè, çàäàííûå íà Γ
⋂

B(x∗, a). Òàêàÿ äåêîìïî-
çèöèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå (6) â ñëåäóþùåì âèäå:

u = (I + K−)−1 K+u

è èñïîëüçîâàòü äàííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íûõ ïðèáëèæåíèé.

5. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷¼òîâ
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ê

ðåøåíèþ äâóõ ìîäåëüíûõ çàäà÷.
5.1. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (14) â åäèíè÷íîì êóáå. Ïîëàãàåì,

÷òî Γ0 ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðàíåé, à íà âñåé îñòàëüíîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ðåøåíèå
ðàâíî íóëþ.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè áûë âûáðàí öåíòð êóáà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè áëóæäàíèÿ
ïî ñôåðàì â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñðåäíåå ÷èñëî îòðàæåíèé (âûõîäîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ íà Γ0) íå çàâèñèò îò ε è ðàâíî ïðèìåðíî 0.365. Ñðåäíèé ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé
ñôåðû ðàâåí 0.211 Ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåõîäîâ â òðàåêòîðèè, êàê âèäíî íà Ðèñ.1, ëèíåéíî
çàâèñèò îò log(ε).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà è ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àï-
ïðîêñèìàöèè íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäíåå ÷èñ-
ëî îòðàæåíèé ëèíåéíî çàâèñèò îò h−1 = ε−1/2. Êàê âèäíî èç Ðèñ.2, äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà
øàãîâ â òðàåêòîðèè ñîõðàíÿåòñÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåõîäîâ åñòü
ïðèáëèæ¼ííî O(h−1.059).

5.2. Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû àëãîðèòìà â íåâûïóêëîì ñëó÷àå áûëà ðåøåíà ñìåøàííàÿ
çàäà÷à ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì â öèëèíäðå ñ âûïóêëûì âíóòðü ñôåðè÷åñêèì äíîì,
íà êîòîðîì çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåùåíèå îöåíêè ðåøåíèÿ áûëî
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Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå ÷èñëà øàãîâ â áëóæäàíèè ïî ñôåðàì â çàâèñèìîñòè îò ε (â ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå):
à) äî ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû (òðåóãîëüíèêè); ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ óêëàäûâàþòñÿ íà ïðÿ-
ìóþ EN = −3.246 ln ε− 6.442;
á) ïðè óõîäå ñ ãðàíè ñ óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü âíóòðü îáëàñòè (ðîìáû);
ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ëåæàò íà ïðÿìîé EN = −4.419 ln ε− 9.505.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îò ε = h2 ÷èñëà ïåðåõîäîâ â áëóæäàíèè ïî ñôåðàì, â êîòîðîì îòðà-
æåíèå îò ãðàíèöû ñ óñëîâèÿìè Íåéìàíà ïðîèçâîäèëîñü â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì
ïðèáëèæåíèåì ê íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñòåïåííîé
çàâèñèìîñòüþ: EN = 0.691 h−1.059.

ïîðÿäêà 0.1%, ìû ïîëîæèëè ε = 0.001 è îãðàíè÷èëè ñâåðõó ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíûõ
ñôåð: a ≤ 0.1× 2 R, ãäå R = 2 � ðàäèóñ ñôåðû, îáðàçóþùåé äíî öèëèíäðà. Â ðåçóëüòàòå
ìîäåëèðîâàíèÿ 2.1×105 òðàåêòîðèé (÷òî îáåñïå÷èëî ñòàòèñòè÷åñêóþ îøèáêó 2σ = 0.1%),
ìû ïîëó÷èëè îöåíêó ðåøåíèÿ â òî÷êå (0, 0, 2.5), ðàâíóþ 1.601 (òî÷íîå ðåøåíèå ðàâíî 1.6).
Äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂u/∂z ñ èñïîëüçîâàíèåì òîé æå ñòàòèñòèêè ïîëó÷åíà îöåíêà −0.641
(òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî −0.64, ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèáêà � 0.025).

Ñðåäíåå ÷èñëî îòðàæåíèé ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ñîñòàâèëî 0.718 íà îäíó òðà-
åêòîðèþ, à ñðåäíèé ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû � 0.360.
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