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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè â ìíîãîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, à òàêæå äëÿ çàäà÷è Êîøè íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ
â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, äîêàçûâàåòñÿ íåñìåù¼í-
íîñòü è êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê.

This paper deals with the convective di�usion equation in a multidimensional Euclidean space.
Solutions to �rst boundary value problem and Cauchy problem are sought in the form of a sum of
heat potentials. Random walk algorithms are constructed. The estimators obtained are proved to be
unbiased and to have �nite variance.

1. Óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè è êðàåâàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè âî âíåøíîñòè îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
G0 ñ îäíîñâÿçíîé ãðàíèöåé Γ

∂w

∂t
= ν
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∂2w

∂x2
i

−
m∑
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ui(x, t)
∂w

∂xi
,

èëè
wt = ν∆w − (u · ∇)w, (1)

(x, t) ∈ H = G× (0, T ], G = IRm \G0, m ≥ 2.

Çäåñü u(x, t) = (u1, u2, ..., um) � îãðàíè÷åííîå ïîëå ñêîðîñòåé, à ν > 0 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé
êîýôôèöèåíò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâëåíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, òî åñòü èçâåñòíî íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå

w(x, 0) = w0(x), x ∈ G, (2)

à òàêæå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w:
∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé, Ïðî-
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w(y, t)
∣∣∣
y∈Γ

≡ lim
x→y, x∈G

w(x, t) = g(y, t). (3)

Ìîíòå-êàðëîâñêèå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçâåñòíû äîñòàòî÷íî
äàâíî. Íà÷èíàÿ ñî ñòàâøåé óæå êëàññè÷åñêîé ðàáîòû [7], íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ïîñòðî-
åíèþ ìåòîäîâ, â îñíîâàíèè êîòîðûõ ëåæàò ðàçíîîáðàçíûå ñîîòíîøåíèÿ î ñðåäíåì [13], [4], [10]. Ê
ýòîìó æå êëàññó ìîæíî îòíåñòè è ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [2]. Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöè-
àëîâ ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
êðàåâûõ çàäà÷ [11]. Ïîñòðîåíèå ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî îïèðàëîñü íà òîò ôàêò, ÷òî äëÿ äàííîãî
óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå èçâåñòíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå. Äîáàâëåíèå êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà ñ
íåïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ êàðäèíàëüíî èçìåíÿåò ñèòóàöèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì ìåòîäû ïîñòðîå-
íèÿ ñëó÷àéíîé îöåíêè ðåøåíèÿ, îïèñàííûå â [13], à òàêæå ìåòîä ñëó÷àéíûõ âèõðåé â ïëîñêîì ñëó÷àå
[1], â êîòîðîì íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà (1) ñ ïîìîùüþ ðàñùåïëåíèÿ
íà êîíâåêòèâíóþ è äèôôóçèîííóþ ñîñòàâëÿþùèå è îäíîòî÷å÷íîé ðàíäîìèçàöèè.

2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå çàäà÷ó Êîøè (2) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) è áóäåì èñêàòü å¼ ðåøåíèå â âèäå ñóììû
äâóõ òåïëîâûõ ïîòåíöèàëîâ

w(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

G

dx′Z(x− x′, t− t′)[−u · ∇]w(x′, t′)

+
∫

G

dx′Z(x− x′, t)w0(x′)

≡ K(0)w(x, t) + F0(x, t).

(4)

Çäåñü Z(x, t) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, à G = IRm.
Èçâåñòíî [8], ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ u, w0 îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â C2,1(H). Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (4) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå òàêæå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò â ñèëó ñâîéñòâ ïî-
òåíöèàëîâ [5] ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì (4) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
àëãîðèòìà. Ïóñòü ïîëå ñêîðîñòåé u(x, t) íåñæèìàåìî, òî åñòü div u(x, t) = 0. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî w ∈
C1,0(H), ïðèìåíèì ê K(0)w(x, t) ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ w, ðàâíîñèëüíîå (4):

w(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

G

dx′[u · ∇]Z(x− x′, t− t′)w(x′, t′)

+
∫

G

dx′Z(x− x′, t)w0(x′)

≡ Kw(x, t) + F0(x, t).

(5)

Çäåñü K � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì
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k(x, t; x′, t′) =
2

πm/2
· 1
(4ν(t− t′))m/2+1

× exp
(
− |x− x′|2

4ν(t− t′)

)
·
[
u(x′, t′) · (x− x′)

]
.

(6)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ

Lemma 1. (Ñì., íàïðèìåð, [8], [11], [14]). Ïóñòü ÿäðî k èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K, äåéñòâó-
þùåãî â L∞(H), ïðèíàäëåæèò êëàññó Kα,β, è ñëàáî ïîëÿðíî: òî åñòü δ = (β − 2α + 2)/2 > 0 è
m + β > 0.

Òîãäà, ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà
w = Kw + f ñõîäèòñÿ è

|Kf(x, t)| ≤ A B(a + 1, δ) Cf ta+δ. (7)

Çäåñü |f(x, t)| ≤ Cf ta, a > −1, A � êîíñòàíòà, B � áåòà-ôóíêöèÿ.

Theorem 1.
1) Ïóñòü
a) ôóíêöèè uj(x, t), j = 1, . . . , m è w0(x) îãðàíè÷åíû ïî÷òè âñþäó.

Òîãäà ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ñõîäèòñÿ â C(H).
2) Ïóñòü êðîìå òîãî
b) w0(x) íåïðåðûâíà;
c) uj(x, t) ∈ C1,0(H), j = 1, . . . , m è divu = 0.

Òîãäà ñóììà ðÿäà Íåéìàíà äëÿ (5) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (êëàññè÷åñêèì) çàäà÷è Êîøè (2) äëÿ
óðàâíåíèÿ (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÿäðî
(6) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ ïî÷òè âñåõ (x′, t′) ∈ H ïðèíàäëåæèò êëàññó K1,1 è ñëàáî ïî-
ëÿðíî, òàê êàê äëÿ íåãî δ = 1/2. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â ñèëó ñâîéñòâ òåïëîâûõ ïîòåíöèàëîâ
[16] íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà: |F0(x, t)| ≤ ‖w0‖L∞ . Ñõîäèìîñòü â ðåçóëüòàòå åñòü ïðÿìîå ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèÿ ëåììû, à íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà âûòåêàåò èç ðàâíîìåðíîãî õàðàêòåðà ýòîé
ñõîäèìîñòè.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
[8]. Îíî óäîâëåòâîðÿåò (4) è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèþ (5). Â ñèëó ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ ñóììà
ðÿäà Íåéìàíà óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (5) â êëàññå
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Corollary 1. *
Ïóñòü

1) ôóíêöèè uj(x, t), j = 1, . . . ,m è w0(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 â G × (0, T ] è G
(îãðàíè÷åííîé èëè íåîãðàíè÷åííîé) ñîîòâåòñòâåííî;
2) ãðàíèöà îáëàñòè Γ ïðèíàäëåæèò êëàññó L1(B, λ) ëÿïóíîâñêèõ ïîâåðõíîñòåé [6], è äëÿ ïî÷òè
âñåõ y ∈ Γ n(y) · u(y, t) = 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè G × (0, T ] ìîæåò áûòü íàéäåíî
â âèäå ñóììû ðÿäà Íåéìàíà äëÿ (5).
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3. Îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
Î÷åâèäíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ (5) ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè çàìåíå ÿäðà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà
íà èõ ìîäóëè. Îòñþäà ñëåäóåò [3], ÷òî âîçìîæíî ïîñòðîåíèå íåñìåù¼ííîé ìîíòå-êàðëîâñêîé îöåíêè
äëÿ w íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäõîäÿùåé ìàðêîâñêîé öåïè.

Ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà H, íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî X = IRm × IR,
ïðîäîëæàÿ èõ íóë¼ì íà IRm × (−∞, 0) è ñîõðàíÿÿ äëÿ íèõ òå æå îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæ¼ííîé îöåíêè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) â çàäàííîé òî÷êå
(x, t) ∈ H íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàðêîâñêóþ öåïü {(xn, tn), n = 0, 1, . . .} ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíî-
ñòüþ p(x, t → x′, t′), ñîãëàñîâàííîé ñ ÿäðîì k(x, t; x′t′). Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðåõîäíîé
ïëîòíîñòè åñòåñòâåííî âûáðàòü

p(x, t → x′, t′) = q
Γ

(
m
2

)

Γ
(

m+1
2

)
ν1/2πm/2

· 1

t1/2 (4ν(t− t′))m/2+1

× exp
(
− |x− x′|2

4ν(t− t′)

)
· |x− x′|,

(8)

ïðè t > t′ > 0, ãäå q � âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ íà ïåðåõîäå îò (x, t) ê (x′, t′) ïðè óñëîâèè, ÷òî x′ 6∈ G0.
Ïîëîæèì (x0, t0) = (x, t). Ïðè èçâåñòíîé (xn, tn) ñëåäóþùàÿ òî÷êà ìàðêîâñêîé öåïè ìîäåëèðó-

åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàêòîðèçîâàííîé ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ p(xn, tn → xn+1, tn+1):

xn+1 = xn + rn ωφ,n, rn =
(
4ν(tn − tn+1) sn

)1/2
. (9)

Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå ωφ,n âûáèðàåòñÿ èçîòðîïíî, âðåìÿ

tn+1 = (1− α2)tn (10)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ 0.5 t
−1/2
n (tn − tn+1)−1/2, à sn � êàê γ(m+1

2 )-ðàñïðåäåë¼ííàÿ íà [0,+∞)
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çäåñü α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â (0, 1). Ñ÷èòàåì, ÷òî tn+1, ωφ,n è sn âçàèìíî
íåçàâèñèìû.

Öåïü îáðûâàåòñÿ ïîñëå N øàãîâ, åñëè xN+1 ∈ G0, èëè, åñëè ýòî íå òàê, ñ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ
1− q.

Ïîëîæèì

ξ∗(x, t) =
N∑

n=0

Q∗
n F0(xn, tn), (11)

ãäå

Q∗
0 = 1, Q∗

n+1 == Q∗
n · 2

(
tn
ν

)1/2 Γ(m+1
2 )

Γ(m
2 )

[− u(xn+1, tn+1) · ωφ,n

] 1
q
, (12)

Theorem 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ ñîîòíîøåíèåì (11), ÿâëÿ-
åòñÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ ìàæîðèðóþùåãî óðàâíåíèÿ è îãðà-
íè÷åííîñòè âåñîâûõ ìíîæèòåëåé
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k(xn−1, tn−1; xn, tn)

p(xn−1, tn−1 → xn, tn)
≤ 2||u||L∞(H)

(
T

ν

)1/2 Γ(m+1
2

)

Γ(m
2
)

1

q
≡ Ck,p, (13)

îöåíêà (11) ïðè q > 0 åñòü íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) [3], [12] è, â ñèëó
òåîðåìû 1, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Îñòàëîñü äîêàçàòü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ

χ = Kpχ + F0(2w − F0), (14)

ãäå Kp � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2/p [3]. Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî
∣∣∣∣

k2(x, t; x′t′)

p(x, t → x′, t′)

∣∣∣∣ ≤ Ck,p|k(x, t; x′t′)|,

òî åñòü ÿäðî k2/p òàêæå ñëàáî ïîëÿðíî. Ñâîáîäíûé ÷ëåí (14) îãðàíè÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (14) ñõîäèòñÿ.

4. Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2), (3) â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå. Ïîëàãàÿ, ÷òî g � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, à Γ � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ðåøåíèå
çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû òåïëîâûõ ïîòåíöèàëîâ

w(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

G

dx′Z(x− x′, t− t′)[−u · ∇]w(x′, t′)

+

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)2
∂Z

∂n(y)
(x− y′, t− t′)µ(y′, t′)

+
∫

G

dx′Z(x− x′, t)w0(x′),

(15)

Çäåñü n(y′) � íîðìàëü ê Γ â òî÷êå y′, íàïðàâëåííàÿ â G0. Ïóñòü divu(x, t) = 0. Òîãäà, ïðèìåíèâ ê
(15) ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî, ïîëó÷èì:

w = Kw + Kµ + F, (16)

ãäå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K îïðåäåë¼í ñîîòíîøåíèÿìè (5), (6), à îïåðàòîð K ñ ÿäðîì

k(x, t; y′, t′) =
|x− y′| · cosϕy′x

(4π)m/2(ν(t− t′))m/2+1
exp

(
− |x− y′|2

4ν(t− t′)

)
(17)

ïåðåâîäèò L∞(S), S ≡ Γ× (0, T ], â C∞(H). Çäåñü
ϕy′x = 6 (n(y′), x− y′),

F (x, t) = F0(x, t)−
t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y)Z(x− y, t− t′)[n(y) · u(y, t′)]g(y, t′),
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|Kµ(x, t)| ≤ A0 ||µ||L∞(S). (18)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü åù¼ îäíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè µ, äî-
ñòàòî÷íî ïåðåéòè â ñîîòíîøåíèè (16) ê ïðåäåëó ïðè x → y ∈ Γ è âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè
ñâîéñòâàìè òåïëîâîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Â ðåçóëüòàòå èìååì

µ = Kbw + K
b
µ + F b − g, (19)

ãäå Kb � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k(y, t; x′, t′), îïðåäåë¼ííûì â (6), äåéñòâóþùèé èç L∞(H)
â C(S), K

b � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k(y, t; y′, t′), äåéñòâóþùèé èç L∞(S) â C(S), F b �
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè F .

Theorem 3.
1) Ïóñòü

a) uj ∈ L∞(H), j = 1, . . . , m, w0 ∈ L∞(G), g ∈ L∞(S);
b) ãðàíèöà îáëàñòè Γ � ëÿïóíîâñêàÿ èç êëàññà L1(B, λ) .

Òîãäà ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (16), (19) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïî÷òè âñþäó
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

2) Ïóñòü
c) uj(x, t), j = 1, . . . ,m íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â H, divu =
0;
d) w0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â G;
e) g(y, t) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â S.

Òîãäà ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ñóììû ðÿäà Íåéìàíà äà¼ò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè îñíîâàíî íà ñëàáîé ïîëÿðíîñòè ÿäåð èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (16), (19).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé a), b) ÿäðà îïåðàòîðîâ K è Kb ïî÷òè âñþäó ïðèíàäëåæàò êëàññó
K1,1, òî åñòü ñëàáî ïîëÿðíû â IRm ñ ïàðàìåòðîì δ1 = 1/2. ßäðî îïåðàòîðà K

b íà ëÿïóíîâñêîé
ïîâåðõíîñòè êëàññà L1(B, λ) ïðèíàäëåæèò êëàññó K1,1+λ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëàáî ïîëÿðíî íà ïî-
âåðõíîñòè Γ ñ ïàðàìåòðîì δ2 = λ/2 [14]. ×òî êàñàåòñÿ îïåðàòîðà K, òî åãî ÿäðî îïðåäåëåíî íà
H × S è íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëÿðíûì íà Γ.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (16), (19) â ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíîì âèäå

W = KW + F , (20)

ãäå W = (w, µ)T ,

K =




K K

Kb K
b


 .

Â óñëîâèÿõ ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ H |F i| ≤ Cf , i = 1, 2. Ïðåäïîëî-
æèì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî t < 1. Â ñèëó ñëàáîé ïîëÿðíîñòè ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
K, Kb, K

b è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Kb äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ KjF ìîæíî çàïèñàòü

|[KF ]1(x, t)| ≤ Cf 2A B(1, δ1) ≡ v
(1)
1 ,

|[KF ]2(y, t)| ≤ Cf 2A B(1, δ2) tδ2 ≡ v
(1)
2 ,
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|[K2F ]1(x, t)| ≤ Cf (2A)2 B(1, δ1) B(1, δ2) tδ2 ≡ v
(2)
1 ,

|[K2F ]2(y, t)| ≤ Cf (2A)2 B(1, δ1) B(1, δ2) tδ1 ≡ v
(2)
2 ,

|[K3F ]1(x, t)| ≤ Cf (2A)3 B(1, δ1) (B(1, δ2))2 tδ1 ≡ v
(3)
1 ,

|[K3F ]2(y, t)| ≤ Cf (2A)3 (B(1, δ2))2 B(1 + δ1, δ2) tδ1+δ2 ≡ v
(3)
2 ,

· · ·

Çäåñü A = max{A(K), A(K
b
), A0}.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó
∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=0

[KjF ]i

∣∣∣∣∣∣
≤ |F i| +

∞∑

j=1

v
(j)
i (21)

Ïðè ýòîì
v
(2j+1)
1

v
(2j−1)
1

≤ Aδ B(1 + (j − 1)δ2, δ2),

v
(2j+1)
2

v
(2j−1)
2

≤ Aδ B(1 + jδ2, δ2),

v
(2j+2)
i

v
(2j)
i

≤ Aδ B(1 + jδ2, δ2), i = 1, 2, j = 1, 2, . . . ,

(22)

ãäå Aδ = 4A2B(1, δ2) tδ1 . Ïðàâûå ÷àñòè â íåðàâåíñòâàõ (22) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè j → ∞ â ñèëó
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ áåòà-ôóíêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (21) ñõîäèòñÿ, à,
çíà÷èò, ñõîäèòñÿ è ðÿä Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà K.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî â å¼ óñëîâèÿõ ðåøåíèå êðà-
åâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [8]. Îáîçíà÷èì (w̃, µ̃)T ñóììó ðÿäà Íåéìàíà äëÿ (16), (19).
Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ïîâåðõíîñòíûé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ w0 è ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ
íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ (u ·n)g áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðå-
ðûâíîé ïëîòíîñòüþ µ̃ òàêæå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà w̃ ∈ C2,1(H), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (16) íåïðàâîìåðíî. w̃ óäîâëåòâîðÿåò (16), à, ñëåäîâàòåëüíî, (15) è èñõîäíîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ñèñòåìû
(16), (19) è ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè w̃ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
êðàåâîé çàäà÷è.

5. Îöåíêà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
Ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà î÷åâèäíî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñèñòåìû, ìàæîðèðóþùåé (22). Çàìåòèì,
îäíàêî, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè W íàõîäÿòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïîýòîìó íåïî-
ñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òåîðèè âåñîâûõ âåêòîðíûõ îöåíîê ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî çäåñü íåâîçìîæíî.

Îäíèì èç ïóòåé ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî çàòðóäíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñêàëÿðíîé ñîïðÿæ¼ííîé
îöåíêè íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Ïðîäîëæèì ôóíêöèè, çàäàííûå íà
H, íà âñ¼ X, à ôóíêöèè, çàäàííûå íà S, � íà Y = Γ× IR, ïîëàãàÿ èõ ðàâíûìè íóëþ ïðè t < 0 è ïðè
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x ∈ G0. Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè w(x, t) â çàäàííîé òî÷êå (x0, t0). Îáîçíà-
÷èì ξ∗[w](x, t) è ξ∗[µ](y, t) � íåñìåù¼ííûå îöåíêè äëÿ w(x, t) è µ(y, t) ñîîòâåòñòâåííî. Ðàíäîìèçàöèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (16), (19) ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì, ïîçâîëÿþùèì âû÷èñ-
ëÿòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ îöåíîê â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè. ßäðà
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ K, Kb, êàê ïîêàçàíî â ï.3, ñîãëàñîâàíû ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ (8), à
ÿäðà îïåðàòîðîâ K, K

b � ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ B-ïðîöåññà íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ ïî ãðàíèöå [14]:

p(x, t → y′, t′) =
ν|x− y′| | cos ϕy′x|

(4π)m/2(ν(t− t′))m/2+1
exp

(
− |x− y′|2

4ν(t− t′)

)
q . (23)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïðåäåëåíà òî÷êà ìàðêîâñêîé öåïè (xn, tn) ∈ X, òî çíà÷åíèå îöåíêè äëÿ w
îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

ξ∗[w](xn, tn) = χG(xn+1) 2
(

tn
ν

)1/2 Γ(m+1
2 )

Γ(m
2 )

×[− u(xn+1, tn+1) · ωφ,n

] a

q
ξ∗[w](xn+1, tn+1)

+
2k∑

j=1

χj
Γ

b

νq′
sign

(
cos ϕyj

n+1xn

)
ξ∗[µ](yj

n+1, t
j
n+1) + F (xn, tn).

(24)

Çäåñü (xn+1, tn+1) ìîäåëèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (9), (10), yj
n+1 = xn + rj

nω, ãäå rj
n îïðåäåëÿþòñÿ

èç óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ èçîòðîïíûì íàïðàâëåíèåì ω ñ ãðàíèöåé Γ, 2k ≥ 0 � ÷èñëî ýòèõ
ïåðåñå÷åíèé (÷¼òíîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1),

tjn+1 = tn − (rj
n)2

4νsj
n

, (25)

sj
n � γ(m

2 )-ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû a è b ðàâíû åäèíèöå ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè q è q′ ñîîòâåòñòâåííî è íóëþ ñ äîïîëíèòåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, à èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè
χG è χj

Γ = 1 ïðè k > 0 è tjn+1 > 0 îïðåäåëÿþò ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ îáðûâà ìàðêîâñêîé öåïè.
Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå òî÷åê íà Γ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ (23) îòëè÷àåòñÿ îò êëàñ-

ñè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå òåì, ÷òî â ïîñòðîåíèè ó÷àñòâóþò âñå ïåðåñå÷åíèÿ
èçîòðîïíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ. Âïåðâûå òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà áåç îáîñ-
íîâàíèÿ â [9]. Òî÷íîå âûðàæåíèå îöåíêè ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, ïîñòðîåííîé ñ èñïîëüçî-
âàíèåì âåòâÿùåãîñÿ áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå, âûïèñàíî â [15].

Lemma 2. Ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê íåñòàöèîíàðíîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå
ðàâíî

IEn =

t∫

0

dt0

∫

Γ

dσ(y0)m(y0, t0)p0(y0, t0),

ãäå m � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

m(y, t) =

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)p(y, t → y′, t′)m(y′, t′) + 1, (26)

p0 � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè öåïè.
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Äîêàçàòåëüñòâî (â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ëåììîé 1.1.1 èç [4]) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ìàðêîâ-
ñêèõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (26) âûòåêàåò èç ñëàáîé ïîëÿðíîñòè ÿäðà p.

Ðàíäîìèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (19) ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,
îïðåäåëÿþùåå îöåíêó è äëÿ µ. Ïóñòü èçâåñòíà òî÷êà ìàðêîâñêîé öåïè (yn, tn) ∈ Y , òîãäà çíà÷åíèå
îöåíêè âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

ξ∗[µ](yn, tn) = χG(xn+1) 2
(

tn
ν

)1/2 Γ(m+1
2 )

Γ(m
2 )

×[− u(xn+1, tn+1) · ωφ,n

] a

q
ξ∗[w](xn+1, tn+1)

(27)

+
2k−1∑

j=1

χj
Γ

b

νq′
sign

(
cosϕyj

n+1yn

)
ξ∗[µ](yj

n+1, t
j
n+1)

+F (yn, tn)− g(yn, tn).

Çäåñü (xn+1, tn+1) âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëèðóþùèìè ôîðìóëàìè (9), (10), â êîòîðûå
âìåñòî xn ñëåäóåò ïîäñòàâèòü yn. Òî÷êè (yj

n+1, t
j
n+1) ìîäåëèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ

(23), òî åñòü ðàâíîìåðíî ïî òåëåñíîìó óãëó âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç yn, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîé ñ Γ ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè îöåíêè. ×èñëî èõ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ åäèíèöà íå÷¼òíî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïóêëîé ãðàíèöû k = 1. Ïåðåõîä ïî âðåìåíè çäåñü
òàêæå ìîäåëèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì γ(m

2 )-ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è îñóùåñòâëÿåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (25).

Theorem 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ∗[w](x, t), îïðåäåë¼ííàÿ íà âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ ïîìî-
ùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (24), (27), ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé
äëÿ ðåøåíèÿ w(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñìåù¼ííîñòè íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåêòîðà ξ∗ = (ξ∗[w](x0, t0), ξ∗[µ](y1, t1))T êîíå÷íî è óäîâëåòâîðÿåò
ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (20), è, âî-âòîðûõ, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê òðàåêòîðèè ìàð-
êîâñêîé âåòâÿùåéñÿ öåïè îãðàíè÷åíî.

Â óñëîâèÿõ ðåàëèçóåìîñòè ïîñòðîåííîé îöåíêè èç îãðàíè÷åííîñòè âåñîâûõ ìíîæèòåëåé ñëåäóåò
ïðàâîìåðíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ IE ê ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíè-
ÿì (24), (27) [12]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî IEξ∗ óäîâëåòâîðÿåò (20) è, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è.

Îïðåäåëèì òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè n(G)(x, t) è n(Γ)(x, t) � ñðåäíåãî ÷èñëà òî-
÷åê âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (x, t) ∈ X, â G è íà Γ ñîîòâåòñòâåííî. Èç
ìàðêîâñêèõ ñâîéñòâ ïîñòðîåííîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

n(G) = Pn(G) + P bn(Γ) + 1, n(Γ) = Pn(G) + P
b
n(Γ). (28)

Çäåñü ÿäðî p èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ P è P b è ÿäðî p èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ P , P
b îáëàäàþò

òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ÿäðà k è k ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ñèñòåìû (16), (21). Îòñþäà â
ïîëíîé àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî ðÿä Íåéìàíà äëÿ (28) ñõîäèòñÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê öåïè îãðàíè÷åíî è îöåíêà ðåàëèçóåìà.
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Ïîêàæåì òåïåðü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ïîñòðîåííîé îöåíêè èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êîíå÷íîñòü
âòîðûõ ìîìåíòîâ s[w] = IE(ξ∗[w])2 è s[µ] = IE(ξ∗[µ])2. Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé
îíè óäîâëåòâîðÿþò. Èç (24), (27) ñëåäóåò

s[w] = Kps[w] + Kps[µ] + Fs[w],

s[µ] = Kb
ps[w] + K

b

ps[µ] + Fs[µ],
(29)

ãäå
Fs[w] = Kφµ − Kpµ

2 + 2Kw · Kµ + F (2w − F ),

Fs[µ] = K
b

φµ − K
b

pµ
2 + 2Kbw · K

b
µ + (F b − g)(2µ − F b + g).

Çäåñü tj = t − |x − yj|2/4νs,

Kφµ(x, t) =

+∞∫

0

ds

∮
dφ

1

2πm/2ν2q
exp(−s)s

m
2 −1




2k(φ)∑

j=1

χjΓsign
(
cos ϕyjx

)
µ(yj, tj)




2

,

à ñóììà ïîä èíòåãðàëîì ðàâíà íóëþ, åñëè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x è îïðåäåëÿåìàÿ òåëåñíûì
óãëîì φ, íå ïåðåñåêàåò Γ. Ôóíêöèÿ K

b

φµ(y, t) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ðàññìîòðèì ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (29). Èìååì

kp(x, t; x′, t′) =
k2

p
(x, t; x′, t′) = |k|χG(x′)

2

q

(
t

ν

)1/2 Γ(m+1
2

)

Γ(m
2
)

|u(x′, t′) · ωφ| a

q

kp(x, t; y′, t′) =
k

2

p
(x, t; y′, t′) = |k|χS(y′, t′)

1

νq
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ÿäðà îïåðàòîðîâ Kp è Kb
p ïðèíàäëåæàò òîìó æå êëàññó

K1,1, ÷òî è ÿäðî îïåðàòîðà K, òî åñòü ñëàáî ïîëÿðíû ñ ïàðàìåòðîì δ1 = 1/2. ßäðî îïåðàòîðà K
b

p

ïðèíàäëåæèò êëàññó K1,1+λ è ñëàáî ïîëÿðíî íà Γ ñ ïàðàìåòðîì δ2 = λ/2. Îïåðàòîð Kp îãðà-
íè÷åí. Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä Íåéìàíà äëÿ ñèñòåìû
(29) ñõîäèòñÿ ê îãðàíè÷åííîìó ðåøåíèþ (s[w], s[µ])T , êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ
ïîñòðîåííîé îöåíêè.

Remark 1. Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèè F0 è F òî÷íî èçâåñòíû. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè æå àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, êîòîðûìè îíè âûðàæàþòñÿ, íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè [3] âìåñòî
ñàìèõ F0, F ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ íåñìåù¼ííûå îöåíêè.

6. Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå, çàâèñÿùåå îò ðåøåíèÿ
Â ïðåäûäóùåé ÷àñòè ðàáîòû îïèñàíî ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðà-
åâîé çàäà÷è (1), (2), (3). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ g çàäàíà â ÿâíîì âèäå.
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Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöè-
îíàë îò ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè. Íàïðèìåð, â ìåòîäå ñëó÷àéíûõ âèõðåé [1] äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-
Ñòîêñà ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ, ëåæàùèå â îñíîâàíèè ìåõàíèçìà çàðîæäåíèÿ
âèõðåé íà ïîâåðõíîñòè, òàêîâû, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ w ïðîïîðöèîíàëüíû êàñàòåëüíîé êîìïî-
íåíòå ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ðàâíà ñóììå áåçâèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé è èíòåãðàëà òèïà ïîòåíöèàëà îò
çàâèõðåííîñòè. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
ìîíòå-êàðëîâñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

g(y, t) =
∫

G

dx
f(y, x)

|y − x|m−1
w(x, t) + g0(y, t) ≡ Kfw + g0, (30)

ãäå f(y, x) � ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííàÿ â Γ×G, à g0(y, t) � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â S.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

wt = ν∆w,

èñêëþ÷àÿ òåì ñàìûì âëèÿíèå êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà, ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ w0(x) è áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå â âèäå òåïëîâîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ:

w(x, t) = Kµ(x, t). (31)

Ñîîòíîøåíèå íà ðàçðûâ ïîòåíöèàëà K íà ãðàíèöå è êðàåâîå óñëîâèå (3) ñ ó÷¼òîì (30), (31) ïîçâî-
ëÿþò âûïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò íåèçâåñòíàÿ ïëîòíîñòü µ:

µ = (K
b − KfK)µ− g0. (32)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ

Lemma 3. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê y, y′ ∈ Γ, y 6= y′ è ïîñòîÿííûõ 0 < a < m, 0 < b < m , òàêèõ, ÷òî
a + b > m , âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∫

G

dx
1

|x− y|a
1

|x− y′|b ≤ Cm|y − y′|m−a−b,

ãäå Cm � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàçáèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè è îöåíèòü
êàæäûé èíòåãðàë â îòäåëüíîñòè.

Theorem 5. Ïóñòü Γ ∈ L1(B, λ). Òîãäà ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32) ñõîäèòñÿ
â C(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð óðàâíåíèÿ. ßäðî îïå-
ðàòîðà K

b, êàê èçâåñòíî [14], ïðèíàäëåæèò êëàññó K1,1+λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñëàáî ïîëÿðíî ñ
ïàðàìåòðîì δ = λ/2 è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (7).

ßäðî îïåðàòîðà KfK íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ââåä¼ííûõ êëàññîâ. Èìååì, îäíàêî,
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∣∣KfKµ(y, t)
∣∣ ≤ sup |f | · ||µ||L∞

∫

G

dx

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)
4

(4ν)βπm/2
· s

m
2 −β+1 exp(−s)

×|x − y′|−(m+1−2β)|x − y|−(m−1)|t − t′|−β,

ãäå îáîçíà÷åíî s = |x−y′|2/4ν(t− t′), à β > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Îòñþäà, â ñèëó ðåçóëüòàòà
ëåììû 3, ñëåäóåò, ÷òî ïðè 1 > β > 1/2

∣∣KfKµ(y, t)
∣∣ ≤ Cwt1−βB(1, 1 − β)||µ||L∞ , (33)

ãäå Cw � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð KfK òàêæå ñëàáî ïîëÿðíûé, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, â ïîëíîé àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 4.3 [14] ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå
íåðàâåíñòâ (7), (33) ïîçâîëÿåò îöåíèòü èòåðàöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K

b − KfK ÷ëåíàìè
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ (32). Íåïðåðûâíîñòü µ ñëåäóåò
èç ðàâíîìåðíîãî õàðàêòåðà ýòîé ñõîäèìîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ìàæîðèðóþùåãî (32) èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
(3), (30) äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì (31) êàê èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32). Òî-
ãäà, â ñèëó ïðèíöèïà äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè [3], ìîæíî çàïèñàòü

w(x, t) = IEξ∗[w](x, t),

ãäå

ξ∗[w](x, t) =
2k(x,y0)∑

j=1

χj
Γ sign(cos ϕ

y
(j)
0 x

)
q0(x)

ν
· ξ[µ](y(j)

0 , t
(j)
0 ). (34)

Çäåñü ñëó÷àéíûå òî÷êè (y(j)
0 , t

(j)
0 ), j = 1, . . . , 2k(x, y0) ðàñïðåäåëåíû â S ñ ïëîòíîñòüþ

p0(x, t; y0, t0) =
[

2| cosϕy0x|
q0(x)σm|x− y0|m−1

]

×
[

4ν|x− y0|m
Γ(m

2 )(4ν(t− t0))m/2+1
· exp

(
− |x− y0|2

4ν(t− t0)

)]
,

(35)

ñîãëàñîâàííîé ñ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó ïî òåëåñíîìó
óãëó âûáîðó ñëó÷àéíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x è ñ âåðîÿòíîñòüþ q0(x) ≤ 1
ïåðåñåêàþùåé Γ. (Ñì. [15]). Âûáîð ïðîèñõîäèò äî ïåðâîãî óñïåõà. Äàëåå ïðè óæå îïðåäåë¼ííûõ y

(j)
0

íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå t
(j)
0 = t−|x−y

(j)
0 |2/4νs(j), ãäå s(j) �

âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ γ(m
2 )-ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âìåñòî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ q0 ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü å¼ íåñìåù¼ííóþ îöåíêó N/N0, ãäå N � îáùåå ÷èñëî ìîíòå-êàðëîâñêèõ èñïûòàíèé
(ïîñòðîåííûõ òðàåêòîðèé), à N0 � îáùåå ÷èñëî ñìîäåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ íàïðàâëåíèé.

Îïðåäåëèì òåïåðü îöåíêó äëÿ µ(y0, t0). Ðàíäîìèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32) ïîçâîëÿåò
âûïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
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ξ[µ](yi, ti) =
2k(yi,yi+1)−1∑

j=1

χj
Γ sign(cos ϕ

y
(j)
i+1yi

)
a

νq
· ξ[µ](y(j)

i+1, t
(j)
i+1)

−
−2k(xi+1,yi+1)∑

j=−1

χj
Γ Q

(j)
i

b

q′
· ξ[µ](y(j)

i+1, t
(j)
i+1)− g0(yi, ti).

(36)

Çäåñü òî÷êè (y(j)
i+1, t

(j)
i+1) ïðè j > 0 ìîäåëèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ (23).

×òî êàñàåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ KfKµ, òî çäåñü íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè
ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè x → Γ è ïðè |x| → ∞. Äëÿ ýòîãî ìîäåëèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
òî÷êà xi+1, êîòîðàÿ ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ p(x) âûáèðàåòñÿ â øàðå G1 íåêîòîðîãî
ðàäèóñà d0 ñ öåíòðîì â òî÷êå yi, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−p(x) � âî âíåøíîñòè ýòîãî øàðà G2. Ïîëàãàåì,
÷òî G0 ⊂ G1 è, åñëè xi+1 ∈ G0, òî ýòà âåòâü ìàðêîâñêîé öåïè îáðûâàåòñÿ.

Ïóñòü xi+1 ∈ G1. Òîãäà òî÷êè (y(j)
i+1, t

(j)
i+1), j < 0 âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ

p(yi+1, ti+1|xi+1) = p0(xi+1, ti; yi+1, ti+1) èç (35), ãäå q0 = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð ñëó÷àéíîãî
íàïðàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò òîëüêî îäèí ðàç, à 2k(xi+1, yi+1) ≥ 0 åñòü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñ ãðàíèöåé
îáëàñòè. Âåñîâûå ìíîæèòåëè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

Q
(j)
i =

σmd0

p(x)ν
f(yi, xi+1) sign(cos ϕ

y
(j)
i+1xi+1

),

à ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü

p1(yi, ti → yi+1, ti+1)

= p(x) 1
|xi+1 − yi|m−1

· 1
σmd0

[
2| cosϕyi+1xi+1 |

σm|xi+1 − yi+1|m−1

]

×
[

4ν|xi+1 − yi+1|m
Γ(m

2 )(4ν(ti − ti+1))m/2+1
· exp

(
−|xi+1 − yi+1|2

4ν(ti − ti+1)

)]
q′,

ãäå q′ � óñëîâíàÿ ïðè k > 0 âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ äàííîé âåòâè ìàðêîâñêîé öåïè.
Ïóñòü òåïåðü xi+1 ∈ G2. Â ýòîì ñëó÷àå ti+1 âûáèðàåòñÿ íà èíòåðâàëå (0, ti) ñ ïëîòíîñòüþ (1 −

β) tβ−1
i (ti − ti+1)

−β
, à yi+1 � ïî ïðîèçâîëüíîé îòäåë¼ííîé îò íóëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà

ïîâåðõíîñòè Γ. Âòîðàÿ ñóììà â (36) â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèò âñåãî èç îäíîãî ñëàãàåìîãî, ïåðåõîäíàÿ
ïëîòíîñòü åñòü

p2(yi, ti → yi+1, ti+1) =
1− p(x)

|xi+1 − yi|2m−2β
· (m− 2β) dm−2β

0

σm

×pG2(yi+1)
1− β

t1−β
i

(ti − ti+1)
−β

q′,

à âåñîâîé ìíîæèòåëü

Q
(j)
i =

1
1− p(x)

f(yi, xi+1)
( |yi − xi+1|
|yi+1 − xi+1|

)m+1−2β

× 8dm−2β
0 t1−β

i

(1− β)(m− 2β)Γ(m
2 )(4ν)β

· cosϕyi+1xi+1

pG2(y)
s

m
2 −β+1 exp(−s),

ãäå s = |yi+1 − xi+1|/4ν(ti − ti+1).
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Theorem 6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ∗[w](x, t), îïðåäåë¼ííàÿ ñîîòíîøåíèåì (34), ãäå ξ[µ] ñòðîèòñÿ
íà âåòâÿùåéñÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (36), ÿâëÿåòñÿ íåñìå-
ù¼ííîé îöåíêîé ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì âèäà (30).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñìåù¼ííîñòü ïîñòðîåííûõ îöåíîê âûòåêàåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ
ìàæîðèðóþùåãî îïåðàòîðà (K

b− KfK)1 (ñì. [3]), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê ñîîòíîøåíèÿì (36)
îïåðàòîð IE ïî÷ëåííî è ïðèéòè ê èñõîäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîìó áóäåò óäîâëåòâî-
ðÿòü êîíå÷íîå IEξ[µ]. Ãëàäêîñòü IEξ∗[w] ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Ðåàëèçóåìîñòü îöåíêè, òî åñòü êîíå÷íîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ÷èñëà òî÷åê âåòâÿùåéñÿ
ìàðêîâñêîé öåïè, äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì âåðîÿòíîñòåé îáðûâà. Çàâåäîìî êîíå÷íûì ñðåäíåå ÷èñëî
òî÷åê áóäåò, íàïðèìåð, ïðè q, q′ < 1/(4k̄ − 1), ãäå 2k̄ � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ äàííîé
ïîâåðõíîñòè Γ ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñ ïðÿìîé.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ïîñòðîåííîé îöåíêè ξ∗[w] èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êî-
íå÷íîñòü âòîðîãî ìîìåíòà s = IE(ξ[µ])2. Èç (36) ñëåäóåò, ÷òî s óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

s = K
b

ps + p(x)(KfK)p1s + (1 − p(x))(KfK)p2s

−K
b

pµ
2 − p(x)(KfK)p1µ2 + K

b

φµ + p(x)(KfK)φµ − g0(2µ + g0).
(37)

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè s äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî k
2
/p ≤ const|k| è, àíàëî-

ãè÷íî, k2
f/p1 ≤ const|kf |, k2

f/p2 ≤ const|kf |, ãäå kf � ÿäðî îïåðàòîðà KfK. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ K

b

p è (KfK)p1 , (KfK)p2 âåðíû îöåíêè (7) è, ñîîòâåòñòâåííî, (33).
Ñëåäîâàòåëüíî [11], [14], ðÿä Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (37), ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó îãðàíè÷åííî-
ìó ðåøåíèþ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] A. J. Chorin, Numerical study of slightly viscous �ow. J. Fluid Mech (1973) 57, 785�796.

[2] E.O. Djetybaev and K.K. Sabelfeld, Solution of a mixed problem for equations of parabolic and
hyperbolic type by Monte Carlo method. Zh.Vychisl.Matem. i Mat.Phys. (1984) 24, No.5, 677�685
(in Russian).

[3] S.M. Ermakov and G.A. Mikhailov, Statistical Modelling. Nauka, Moscow, 1982 (in Russian).

[4] S.M. Ermakov, V.V. Nekrutkin and A. S. Sipin, Random Processes for Classical Equations of
Mathematical Physics. Kluwer Academic Publishers, Dodrecht, 1989.

[5] A. Friedman, Partial Di�erential Equations of Parabolic Type. Prentice-Hall, 1964.

[6] N.M. G�unter, Potential Theory and its Application to the Basic Problems of Mathematical Physics.
Gostekhizdat, Moscow, 1953 (in Russian).

[7] A. Haji-Sheikh, E.M. Sparrow, The �oating random walk and its application to Monte Carlo
solutions of heat equations. SIAM J. Appl. Math (1966) 14, No.2, 570�589.



Måòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè 15

[8] A.M. Il'in, A. S. Kalashnikov and O.A. Olejnik, Linear second order equations of parabolic type.
Uspekhi Mat. Nauk (1962) 17, Issue 3, 3�147 (in Russian).

[9] Yu.N. Kopylov, Branching walk on boundary process for non-convex domains. In: Theory and
Applications of Statistical Modelling, Computing Center, Novosibirsk (1991), 52�57 (in Russian).

[10] O. Kurbanmuradov, Walk on spheroids for solving heat equation. In: Theory and Algorithms of
Statistical Modelling, Computing Center, Novosibirsk (1984), 67�77 (in Russian).

[11] O.A. Kurbanmuradov, K.K. Sabelfeld and N.A. Simonov, Random Walk on Boundary Algorithms.
Computing Center, Novosibirsk, 1989 (in Russian).

[12] G.A. Mikhailov, New Monte Carlo Methods with Estimating Derivatives. VSP, Utrecht, 1995.

[13] K.K. Sabelfeld, Monte Carlo Methods in Boundary Value Problems. Springer-Ferlag, Berlin �
Heidelberg, 1991.

[14] K.K. Sabelfeld and N.A. Simonov, Random Walks on Boundary for Solving PDEs. VSP, Utrecht,
1994.

[15] N.A. Simonov, Solution by the Monte Carlo method to �rst boundary value problem for parabolic
equations. Transactions of Computing Center SB RAS. Comp. Mathematics, (1995), Issue 3, 1-17
(in Russian).

[16] V. S. Vladimirov, Mathematical Physics Equations. Nauka, Moscow, 1981 (in Russian).


