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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ïîâåðõíîñòíîãî òåïëîâîãî
ïîòåíöèàëà ñòðîèòñÿ àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë îò ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè. Äîêàçûâàåòñÿ íåñìåù¼ííîñòü è êîíå÷íîñòü
äèñïåðñèè ïîëó÷åííîé îöåíêè.

1. Êðàåâàÿ çàäà÷à è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè
ïîòåíöèàëà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà âî âíåøíîñòè îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G0

ñ îäíîñâÿçíîé ãðàíèöåé Γ

∂w

∂t
= ν

m∑

i=1

∂2w

∂x2
i

−
m∑

i=1

ui(x, t)
∂w

∂xi
+ c(x, t)w + f(x, t),

(x, t) ∈ X = G× (0, T ), G = IRm \ Ḡ0, m ≥ 2,

èëè
wt = ν∆w − (u · ∇)w + cw + f, (1)

è íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåãî

w(x, 0) = w0(x), x ∈ G,

w(y, t)
∣∣∣
y∈Γ

≡ lim
x→y, x∈G

w(x, t) = g(y, t).
(2)

Ìîíòå-êàðëîâñêèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ èçâåñòíû äîñòàòî÷íî äàâíî, â ÷àñòíîñòè, â
ðàáîòå [1] îïèñàíû àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè w â âèäå ñóììû òåïëîâûõ ïîòåíöèàëîâ. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî,
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ g òî÷íî çàäàíà.

Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíê-
öèîíàë îò ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè. Íàïðèìåð, â ìåòîäå ñëó÷àéíûõ âèõðåé [2] äëÿ óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà ôèçè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ, ëåæàùèå â îñíîâàíèè ìåõàíèçìà çàðîæäåíèÿ âèõðåé
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åêò 94-01-00209, è Ìåæäóíàðîäíîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (International Science Foundation), Ãðàíò NPC000.
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íà ïîâåðõíîñòè, ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ w ïðîïîðöèîíàëüíû êàñàòåëüíîé
êîìïîíåíòå ñêîðîñòè, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó çàêîíà Áèî-Ñàâàðà, åñòü ñóììà èíòåãðà-
ëà îò çàâèõðåííîñòè ïî îáëàñòè è êîìïîíåíòû, îïðåäåëÿåìîé ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì. ßäðî æå
âûøåóïîìÿíóòîãî èíòåãðàëà òèïà ïîòåíöèàëà åñòü ïðîèçâîäíàÿ (ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå) îò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ëèáî ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ
èç òàêèõ ôóíêöèé, â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå). Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäî-
âàòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîíòå-êàðëîâñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ñ
ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà:

g(y, t) =
∫

G

dx
f(y, x)

|y − x|m−1
w(x, t) + g0(y, t) ≡ Kfw + g0, (3)

ãäå f(y, x) � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ íà Γ×G ôóíêöèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

wt = ν∆w, ν = const > 0,

èñêëþ÷àÿ òåì ñàìûì âëèÿíèå êîíâåêòèâíîãî è äðóãèõ ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå.
Ïîëîæèì êðîìå òîãî ðàâíîé íóëþ íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ w0 è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå òåïëîâîãî
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

w(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)
cosϕy′x|y′ − x|

ν(t− t′)
Z(x− y′, t− t′)µ(y′, t′)

≡ Wµ(x, t),

(4)

ãäå
Z(x, t) = (4πνt)−m/2 exp

(
−|x|

2

4νt

)
, t > 0

� ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ϕy′x = 6 (n(y′), x− y′), n(y′) � íîðìàëü
ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå y′ , íàïðàâëåííàÿ â G0.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî äàëåå ïîäõîäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà (1), ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ
êîòîðûõ òàêæå ðàçðàáîòàíû è áóäóò â áëèæàéøåå âðåìÿ îïóáëèêîâàíû (ñì. [3 � 5]).

Ñîîòíîøåíèå íà ðàçðûâ ïîòåíöèàëà W è êðàåâîå óñëîâèå (2) ïîçâîëÿþò âûïèñàòü èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò íåèçâåñòíàÿ ïëîòíîñòü µ:

µ(x, t) =

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)k(y, t; y′, t′)µ(y′, t′)− g(y, t)

≡ Kµ− g,

(5)

ãäå
k(y, t; y′, t′) =

cos ϕy′y|y − y′|
(4ν(t− t′))m/2+1

· 4
πm/2

· exp
(
− |y − y′|2

4ν(t− t′)

)
(6)

� ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K.
Ïîäñòàâèâ â (3) âûðàæåíèå äëÿ w â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (4), âèäèì, ÷òî ñâîáîäíûé

÷ëåí óðàâíåíèÿ (5) â äåéñòâèòåëüíîñòè òàêæå çàâèñèò îò èñêîìîé ôóíêöèè µ:

g = KfWµ + g0.

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð KfW ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå
L∞(Y), ãäå Y = Γ× [0, T ].

Äåéñòâèòåëüíî
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|KfWµ(y, t)| =
∣∣∣∣∣∣

∫

G

dx
f(y, x)

|y − x|m−1

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)k(y, t; y′, t′)µ(y′, t′)

∣∣∣∣∣∣

≤ sup |f | · ||µ||L∞
∫

G

dx

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)
4

(4ν)βπm/2
· sm

2 −β+1 exp(−s)

×|x− y′|−(m+1−2β)|x− y|−(m−1)|t− t′|−β ,

(7)

ãäå îáîçíà÷åíî

s =
|x− y′|2
4ν(t− t′)

> 0,

à β > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Îáîçíà÷èì m
2 − β + 1 = a. Ïóñòü a > 0 (òî åñòü β < 1 + m

2 ). Òîãäà
ôóíêöèÿ sa exp(−s) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, ðàâíîãî (a/e)a ïðè s = a.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü îöåíèòü òðîéíîé èíòåãðàë

I(y, t) =
∫

G

dx

t∫

0

dt′
∫

Γ

dσ(y′)|x− y′|−(m+1−2β)|x− y|−(m−1)|t− t′|−β .

Ïðè β < 1 èìååì

I(y, t) = t1−β ·B(1, 1− β)
∫

Γ

dσ(y′)
∫

G

dx|x− y′|−(m+1−2β)|x− y|−(m−1)

â ñèëó òîãî, ÷òî x 6= y, x 6= y′ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâòîðíûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì ïîðÿäêå
èíòåãðèðîâàíèÿ. Çäåñü B(a, b) � áåòà-ôóíêöèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåé îöåíêè íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåíèå Ëåììû 2 èç [6,ñòð.26] íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé
îáëàñòè, à èìåííî

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê y, y′ ∈ Γ, y 6= y′ è ïîñòîÿííûõ 0 < a < m, 0 < b < m , òàêèõ, ÷òî
a + b > m , âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∫

G

dx
1

|x− y|a
1

|x− y′|b ≤ Cm|y − y′|m−a−b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàçáèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè: G1 = {x : x ∈
G, |x − y| < |y − y′|/2} , G2 = {x : x ∈ G, |x − y′| < |y − y′|/2} , G3 = {x : x ∈ G \ (G1 ∪ G2), |x −
(y + y′)/2| < |y − y′|} , äîïîëíåíèå ýòèõ òð¼õ îáëàñòåé äî G , è îöåíèòü êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â
îòäåëüíîñòè.

Ïðèìåíèâ ðåçóëüòàò Ëåììû ê èíòåãðàëó I(x, t), ïîëó÷èì ïðè β > 1/2 ñëåäóþùóþ îöåíêó

|KfWµ(y, t)| ≤ Cwt1−βB(1, 1− β)||µ||L∞ . (8)

Èòàê, îïåðàòîð KfW � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íà L∞(Y), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (5) â ñëå-
äóþùåì âèäå

µ = (K −KfW )µ− g0. (9)

Òåîðåìà 1. Ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K íà ëÿ-
ïóíîâñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëÿðíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(ñì. [1])

|Kµ(y, t)| ≤ Ckt
λ/2B(1, λ/2)||µ||L∞ , (10)

ãäå λ � ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ Γ. Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Òåîðåìû 5.2, ñòð.101 [1]
ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îöåíîê (8), (10) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñâåðõó èòåðàöèè èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà K − KfW ÷ëåíàìè ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà Íåéìàíà äëÿ
(9).

Ñëåäñòâèå 1. Ðÿä Íåéìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (K − KfW )1 â ïðèíÿòûõ â ìîíòå-
êàðëîâñêîé ëèòåðàòóðå îáîçíà÷åíèÿõ, òî åñòü äëÿ îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî åñòü ìîäóëü ÿäðà
èñõîäíîãî, òàêæå ñõîäèòñÿ.

Óòâåðæäåíèå Ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (8), (10) â ïîëíîé àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
Òåîðåìû.

2. Ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îöåíêè
Óñòàíîâëåííûé ôàêò ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà (K − KfW )1 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
íåñìåù¼ííóþ ñëó÷àéíóþ îöåíêó äëÿ w.

Ðàññìîòðèì, êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâëåíèå (4) ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è êàê èíòåãðàëüíûé ôóíê-
öèîíàë îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

w(x, t) = (hx,t, µ).

ßäðî k(y, t; y′t′) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K, êàê èçâåñòíî (ñì. [1]), ñîãëàñîâàíî ñ ïåðåõîäíîé ïëîò-
íîñòüþ p(y, t → y′, t′) D-ïðîöåññà (èëè B-process â òåðìèíîëîãèè [7], òî åñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ
îáðàòíûì õîäîì ïî âðåìåíè). Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûì çäåñü áóäåò ïðèìåíåíèå ñîïðÿæ¼ííîé
îöåíêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè ìàðêîâñêîé öåïè äîëæíà áûòü
ñîãëàñîâàíà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé hx,t. Êàê îòìå÷àëîñü â [1], ýòà ôóíêöèÿ äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ
âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî

hx,t(y′, t′)

=
[

2 cos ϕyx

σm|x− y′|m−1

]
·
[

4|x− y′|m
Γ(m

2 )(4ν(t− t′))m/2+1
· exp

(
− |x− y′|2

4ν(t− t′)

)]
,

ãäå ïåðâàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òî÷êè y′ ïî óãëó âèäèìîñòè èç x, à
âòîðàÿ � óñëîâíîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì y′ ðàñïðåäåëåíèþ òî÷êè t′. Çäåñü

σm =
2πm/2

Γ(m
2 )

� ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû â IRm, à Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûì áóäåò âûáîð ñëåäóþùåé ôàêòîðèçîâàííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè

p0(y0, t0) =
[

2| cosϕy0x|
q0(x)σm|x− y0|m−1

]

×
[

4ν|x− y0|m
γ0 Γ(m

2 )(4ν(t− t0))m/2+1
· exp

(
− |x− y0|2

4ν(t− t0)

)]
.

(1)

Îïèøåì àëãîðèòì âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè ìàðêîâñêîé öåïè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ p0.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó x è îáîçíà÷èì
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Ω(x) =
∫

Γ

dσ(y)
| cos ϕyx|

2k(x, y)|x− y|m−1

óãîë âèäèìîñòè ïîâåðõíîñòè Γ èç òî÷êè x. Çäåñü 2k(x, y) � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñ Γ ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè x è y, ÷¼òíîå â äàííîì ñëó÷àå ( k = 1 äëÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ ñîáûòèå íóëåâîé âåðîÿòíîñòè, êîãäà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
x, êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Γ. Áóäåì âûáèðàòü ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå ýòîé ïðÿìîé ðàâíîìåðíî ïî óã-
ëó äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ïåðåñå÷åò Γ. Ñîáûòèå ýòî ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîì íåçàâèñèìîì âûáîðå
íàïðàâëåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ q0(x), êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå â ñëó÷àå Ω(x) ≥ σm/2 è

q0(x) =
2Ω(x)
σm

,

åñëè ýòî îòíîøåíèå ìåíüøå åäèíèöû. Â àëãîðèòìå, ïðèìåíÿâøåìñÿ â [1] ïðè ïîñòðîåíèè ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîé òî÷êè âûáèðàëîñü ðàâíîâåðîÿòíî îäíî èç ïîëó÷åííûõ ïåðåñå÷åíèé. Çäåñü æå ïðè ïî-
ñòðîåíèè îöåíêè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âñå òî÷êè y

(j)
0 , j = 1, . . . , 2k, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê íà÷àëüíàÿ äëÿ ñâîåé ìàðêîâñêîé öåïè.
Äàëåå ïðè ôèêñèðîâàííîé y

(j)
0 íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå

t
(j)
0 = t− |x− y

(j)
0 |2

4νs(j)
, (2)

ãäå s(j) � âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå γ(m
2 )-ðàñïðåäåëåííîé íà ëó÷å

[
|x− y

(j)
0 |2

4νt
, +∞

)

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Òî åñòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû (ñì., íàïðèìåð, [8]),
ìû âûáèðàåì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå s(j) äî òåõ ïîð, ïîêà îíî íå îêàæåòñÿ â çàäàííîì èíòåðâàëå. Ïðè
êàæäîì èñïûòàíèè âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà

γ
(j)
0 = IP

(
γ(m

2 ) >
|x− y

(j)
0 |2

4νt

)
.

ßñíî, ÷òî ëèáî íàì íåîáõîäèìî òî÷íî çíàòü ýòó âåëè÷èíó, ëèáî, êàê îáû÷íî, â ñëó÷àå íåóñïåõà
îáðûâàòü ìîäåëèðîâàíèå ýòîé òðàåêòîðèè è äåëàòü íóëåâîé âêëàä â îöåíêó. (Â ýòîì ñëó÷àå γ

(j)
0

ðàâíî åäèíèöå). Äëÿ m = 2 ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà
IP(γ(1) > s0) = exp(−s0), à äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûì áóäåò çàòà-
áóëèðîâàòü ýòó ôóíêöèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü

W [µ](x, t) = IEξ[W ](x, t),

ãäå

ξ[W ](x, t) =
2k(x,y0)∑

j=1

sign(cosϕ
y
(j)
0 x

)
q0(x)γ(j)

0

ν
· ξ[µ](y(j)

0 , t
(j)
0 ). (3)

Çäåñü ìû, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè, âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè µ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ ïîäñòàâèëè â (3) èõ íåñìåù¼ííûå îöåíêè, êîòîðûå, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî,
ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîïðÿæ¼ííûõ â ìîíòå-êàðëîâñêîé òåðìèíîëîãèè áëóæäàíèé.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñòàíäàðòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è àëãîðèòì
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàíèöå äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûé â [1]. Ïî àíàëîãèè ñ ââåäåíèåì
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âåòâëåíèÿ â âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ â âåòâÿùèéñÿ è B-process.
(Èäåÿ èñïîëüçîâàòü âåòâÿùóþñÿ ìàðêîâñêóþ öåïü ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â íåâûïóêëûõ îáëàñòÿõ áûëà âûñêàçàíà â [9]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îïðåäåëåíà
òî÷êà ìàðêîâñêîé öåïè (yi, ti) ∈ Γ, òî äëÿ âûáîðà ñëåäóþùåé ðàçûãðûâàåòñÿ èçîòðîïíîå ñëó÷àéíîå
íàïðàâëåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç (yi, ti). Îíî ïðåñåêàåò Γ â 2k(yi, yi+1)− 1 òî÷êàõ y

(j)
i+1, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ ó÷àñòâóåò â äàëüíåéøåì ïîñòðîåíèè. Äàëåå êàê îáû÷íî ìîäåëèðóåòñÿ âûáîðî÷íîå
çíà÷åíèå γ(m

2 )-ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû s è âû÷èñëÿþòñÿ

t
(j)
i+1 = ti −

|yi − y
(j)
i+1|2

4νs
.

Ïðè ýòîì, åñëè äëÿ êàêîãî-òî j ìû ïîëó÷èëè çíà÷åíèå
t
(j)
i+1 < 0, òî ýòà âåòâü ìàðêîâñêîé öåïè îáðûâàåòñÿ. Êðîìå ýòîãî åñòåñòâåííîãî îáðûâà ìû òàêæå
ââîäèì è èñêóññòâåííûé ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ 1− q.

Ïëîòíîñòü ïåðåõîäà äëÿ òàêîé ìîäèôèêàöèè B(D)-ïðîöåññà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåä¼ííîé â [1] è
ðàâíà

p(yi, ti → yi+1, ti+1) =
[

2| cos ϕyiyi+1 |
σm|yi − yi+1|m−1

]

×
[

4ν|yi − yi+1|m
Γ(m

2 )(4ν(ti − ti+1))m/2+1
· exp

(
− |yi − yi+1|2

4ν(ti − ti+1)

)]
.

(4)

Îöåíêà ξ[µ] äëÿ ïëîòíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè ïî ðåêóððåíò-
íîé ôîðìóëå

ξ[µ](yi, ti)

=
2k(yi,yi+1)−1∑

j=1

sign(cos ϕ
y
(j)
i+1yi

)
1
νq
· ξ[µ](y(j)

i+1, t
(j)
i+1)− g(yi, ti),

(5)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû îïóùåíû ìíîæèòåëè χ[0,+∞)(t
j
i+1) è χ[0,q](α), îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ îáðûâà.

Çäåñü ÷åðåç χ îáîçíà÷åíà èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êðàåâóþ çàäà÷ó (3), ðåøåíèå êîòîðîé, êàê âèäèì, ñâîäèòñÿ ê îöåíèâàíèþ èí-

òåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà îò ðåøåíèÿ (9). Ðàíäîìèçàöèÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïëîòíîñòü ïîòåíöè-
àëà µ:

ξ[µ](yi, ti) =
2k(yi,yi+1)−1∑

j=1

sign(cosϕ
y
(j)
i+1yi

)
1
νq
· ξ[µ](y(j)

i+1, t
(j)
i+1)

−
−2k(xi+1,yi+1)∑

j=−1

Q
(j)
i

1
q′
· ξ[µ](y(j)

i+1, t
(j)
i+1)− g0(yi, ti).

(6)

Çäåñü òàêæå äëÿ ïðîñòîòû îïóùåíû ìíîæèòåëè χ[0,+∞)(t
j
i+1) è χ[0,q](α) â ïåðâîé ñóììå è χ[0,+∞)(t

j
i+1)

è χ[0,q′](α′) âî âòîðîé.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òî÷åê (y(j)

i+1, t
(j)
i+1) ïðè j > 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ (4)

óæå îïèñàí âûøå. Â ðåçóëüòàòå, ïåðâàÿ ñóììà â (6) ñîîòâåòñòâóåò ðàíäîìèçèðîâàííîìó âû÷èñëåíèþ
Kµ(yi, ti). Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé âûáèðàþòñÿ òî÷êè
ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ ïðè j < 0, è âåñà Q

(j)
i , âõîäÿùèå âî âòîðóþ ñóììó â (6), êîòîðàÿ ïî ñóòè

åñòü íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà äëÿ KfWµ(yi, ti).
Îïèøåì àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ (y(j)

i+1, t
(j)
i+1) ïðè j < 0. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî âûáðàòü

âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó xi+1 â îáëàñòè G. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà
KfW âûÿñíåíî, ÷òî åãî ÿäðî èìååò îñîáåííîñòü ïîðÿäêà O(|x − yi|−(m−1)) ïðè x → yi è, â ñèëó
îãðàíè÷åííîñòè ïîâåðõíîñòè Γ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè d = dist(x, Γ) ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
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ñî ñêîðîñòüþ O(d−(2m−2β)). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ òî÷êè xi+1. Ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ p(x) îíà âûáèðàåòñÿ â øàðå íåêîòîðîãî ðàäèóñà d0 ñ öåíòðîì â òî÷êå
yi (îáîçíà÷èì åãî G1) ñ ïëîòíîñòüþ (ïî îáú¼ìíîé ìåðå)

1
|xi+1 − yi|m−1

· 1
σmd0

, (7)

à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p(x) � âî âíåøíîñòè ýòîãî øàðà (îáîçíà÷èì å¼ G2) ñ ïëîòíîñòüþ

1
|xi+1 − yi|2m−2β

· (m− 2β) · dm−2β
0

σm
. (8)

Îáîçíà÷èì
xi+1 = yi + ri · ωi.

Òîãäà ìîäåëèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ ri = |xi+1 − yi| è ωi òàêîâû.
Ïóñòü îïðåäåëåíî, ÷òî xi+1 ∈ G1. Òîãäà íàïðàâëåíèå ωi âûáèðàåòñÿ èçîòðîïíî, à

ri = α · d0,

ãäå α, êàê îáû÷íî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå íà îòðåçêå [0, 1] ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî ñìîäåëèðî-
âàííàÿ òàêèì îáðàçîì òî÷êà ñ êàêîé-òî âåðîÿòíîñòüþ ïîïàä¼ò â G0. Â ýòîì ñëó÷àå äàííàÿ âåòâü
ìàðêîâñêîé öåïè îáðûâàåòñÿ.

Åñëè xi+1 ∈ G2, òî, ñìîäåëèðîâàâ ïî-ïðåæíåìó íàïðàâëåíèå ωi èçîòðîïíî, äëÿ âûáîðà ri íà
ëó÷å (d0,+∞) ïðèìåíÿåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

ri = (α)−
1

m−2β · d0.

Ñ÷èòàåì, ÷òî d0 âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü, ÷òî G0 ⊂ G1,
è, ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå òî÷êà xi+1 âñåãäà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè G.

Òåïåðü, ïîñëå òîãî, êàê âûáðàíà òî÷êà xi+1, ôàêòè÷åñêè íåîáõîäèìî îöåíèòü çíà÷åíèå ïîòåíöè-
àëà äâîéíîãî ñëîÿ Wµ(xi+1, ti). Ïðè ýòîì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíêè áóäåò, ÷òî åñòåñòâåííî, çàâèñåòü
îò òîãî, ãäå íàõîäèòñÿ òî÷êà xi+1.

Èòàê, ïóñòü xi+1 ∈ G1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèì îöåíêó (3), â êîòîðîé q0(x) = γ
(j)
0 = 1. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî èçîòðîïíîå ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç è, åñëè ïðÿìàÿ ñ
ýòèì íàïðàâëåíèåì, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó xi+1, íå ïåðåñåêàåò Γ, òî ýòà âåòâü òðàåêòîðèè ìàð-
êîâñêîé öåïè îáðûâàåòñÿ, è ïîëàãàåì, ÷òî ξ[W ](xi+1, ti) = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè âûáðàííîå ñëó÷àéíîå
çíà÷åíèå ti+1 îêàæåòñÿ ìåíüøå íóëÿ, òî òàêæå ïðîèñõîäèò îáðûâ. (Çàìåòèì, ÷òî â ïðèíöèïå íè÷òî
íå ìåøàåò èñïîëüçîâàòü (3) â íåèçìåí¼ííîì âèäå). Åñëè æå íå ïðîèçîøëî íè îäíî èç âûøåïåðå-
÷èñëåííûõ ñîáûòèé, òî, êàê è â (3), âåðõíèé ïðåäåë âî âòîðîé ñóììå â (6) ðàâåí −2k(xi+1, yi+1), òî
åñòü ÷èñëó (ñ ìèíóñîì) ïåðåñå÷åíèé ïðÿìîé ñ Γ.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííûõ ïîñòðîåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôàêòîðèçîâàííóþ ïåðåõîäíóþ ïëîò-
íîñòü:

p1(yi, ti → yi+1, ti+1)
= p1(yi+1, ti+1|xi+1) · p(xi+1|yi)

= p(x) 1
|xi+1 − yi|m−1

· 1
σmd0

[
2| cosϕyi+1xi+1 |

σm|xi+1 − yi+1|m−1

]

×
[

4ν|xi+1 − yi+1|m
Γ(m

2 )(4ν(ti − ti+1))m/2+1
· exp

(
−|xi+1 − yi+1|2

4ν(ti − ti+1)

)]
,

è âåñîâîé ìíîæèòåëü
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Q
(j)
i =

σmd0

p(x)ν
f(yi, xi+1) sign(cos ϕ

y
(j)
i+1xi+1

).

Ïóñòü òåïåðü xi+1 ∈ G2. Èñïîëüçîâàíèå ïëîòíîñòè (8) ïîçâîëèëî ó÷åñòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-
äåíèå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà KfW ïðè x → ∞. Îáðàòèìñÿ òåïåðü âíîâü ê ïðåäñòàâëåíèþ
(7). Âèäèì, ÷òî ïðè âûáîðå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ti+1 òàêæå íåîáõîäèìî ó÷åñòü îñîáåííîñòü
ÿäðà. Ïîëîæèì

ti+1 = ti(1− α
1

1−β ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ti+1 âûáèðàåòñÿ íà èíòåðâàëå (0, ti) ñ ïëîòíîñòüþ

1− β

t1−β
i

(ti − ti+1)
−β

.

×òî êàñàåòñÿ âûáîðà yi+1, òî ïðîöåäóðà, ïðèìåíÿâøàÿñÿ â ñëó÷àå xi+1 ∈ G1, çäåñü íå ïîäõîäèò, èáî
âåñ, âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå ðàíäîìèçèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
KfW , óìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà |xi+1− yi+1|m−1, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü êàê
óãîäíî âåëèêà. Çäåñü ïîäîéä¼ò ëþáàÿ îòäåë¼ííàÿ îò íóëÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
Γ. Îáîçíà÷èì å¼ pG2(y). Âòîðàÿ ñóììà â (6) â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèò âñåãî èç îäíîãî ñëàãàåìîãî,
ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü åñòü

p2(yi, ti → yi+1, ti+1) =
1− p(x)

|xi+1 − yi|2m−2β
· (m− 2β) · dm−2β

0

σm

×pG2(yi+1)
1− β

t1−β
i

(ti − ti+1)
−β

,

à âåñîâîé ìíîæèòåëü

Q
(j)
i =

1
1− p(x)

f(yi, xi+1)
( |yi − xi+1|
|yi+1 − xi+1|

)m+1−2β

× 8dm−2β
0 t1−β

i

(1− β)(m− 2β)Γ(m
2 )(4ν)β

· cos ϕyi+1xi+1

pG2(y)
· sm

2 − β + 1 exp(−s),

ãäå s = |yi+1 − xi+1|/4ν(ti − ti+1).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàíäîìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ KfWµ(yi, ti) òàêæå ââîäèòñÿ èñêóñòâåííûé îáðûâ

ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ 1− q′.

Òåîðåìà 2. Îöåíêà (3), (5) ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè è îöåíêà (3), (6) äëÿ çàäà÷è ñ êðàåâûì óñëîâèåì, çàâèñÿùèì îò ðåøåíèÿ âíóòðè
îáëàñòè, åñòü íåñìåù¼ííûå îöåíêè ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñìåù¼ííîñòü ïîñòðîåííûõ îöåíîê âûòåêàåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà Íåéìàíà äëÿ
îïåðàòîðîâ K1 è (K − KfW )1 (ñì.[10]), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê ñîîòíîøåíèÿì (5), (6) îïåðà-
òîð IE ïî÷ëåííî è ïðèéòè ê èñõîäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîìó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
êîíå÷íîå IEξ[µ].

Ðåàëèçóåìîñòü îöåíêè, òî åñòü êîíå÷íîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ÷èñëà òî÷åê âåòâÿùåéñÿ
ìàðêîâñêîé öåïè, äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì âåðîÿòíîñòåé îáðûâà. Çàâåäîìî êîíå÷íûì ñðåäíåå ÷èñëî
òî÷åê áóäåò, íàïðèìåð, ïðè q, q′ < 4k̄−1, ãäå k̄ � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ äàííîé ïîâåðõíîñòè
Γ ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñ ïðÿìîé.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü êîíå÷íîñòü äèñïåðñèè ïîñòðîåííîé
îöåíêè ξ[w] èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êîíå÷íîñòü âòîðîãî ìîìåíòà s = IE(ξ[µ])2.

Âûïèøåì âíà÷àëå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò s â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è.
Çäåñü ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî çàêîí, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé
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ðàáîòå öåïè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òåõ, ÷òî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ðàñùåï-
ëåíèÿ è ïîñòðîåíèè îöåíêè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì,
÷òî òî÷êè ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïî ïîñòðîåíèþ îíè íàõîäÿòñÿ íà
îäíîé ïðÿìîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, êàê áóäåò ïîêàçàíî, óñëîæíÿåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ s,
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð êîòîðîãî, îäíàêî, è, êàê ñëåäñòâèå, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ.

Èòàê, äëÿ èçâåñòíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè g îöåíêà äëÿ ïëîòíîñòè µ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(5). Îòñþäà

s = Kps − Kpµ
2 + Kp,φµ − g(2µ + g), (9)

ãäå, êàê îáû÷íî, Kp � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì k2/p,

Kp,φµ(y1, t1) =
1

ν2q

∫

Ω+

dφ

+∞∫

0

da a
m
2

− 1 exp(−a)

×



2k(y1,y2)−1∑

j=1

µ(y(j)
2 , t

(j)
2 )sign(cos ϕ

y
(j)
2 y1

)χ�
(r(j))2

4νt1
,+∞

�(a)




2

.

(10)

Çäåñü y
(j)
2 = y1 + r(j)ω, t

(j)
2 = t1 − (r(j))2

4νa
, Ω+ � êàêîå-ëèáî ïîëóïðîñòðàíñòâî, φ � òåëåñíûé óãîë,

îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå ω.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà è äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé (3):

s = Kps + p(x)KfWp2s + (1 − p(x))KfWp3s

−Kpµ
2 − p(x)KfWp2µ2 + Kp,φµ

+p(x)KfWp2,φµ − g0(2µ + g0).

(11)

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîñòè s äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî k2/p ≤ const|k| è, àíàëî-
ãè÷íî, k2

f/p2 ≤ const|kf |, k2
f/p3 ≤ const|kf |, ãäå kf � ÿäðî îïåðàòîðà KfW . Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Kp, KfWp2 è KfWp3 âåðíû îöåíêè (10), (8). Ñëåäîâàòåëüíî (ñì.
[1, 7]), ðÿäû Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèé (9), (11) ñõîäÿòñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Î.À. Êóðáàíìóðàäîâ, Ê.Ê. Ñàáåëüôåëüä, Í.À. Ñèìîíîâ Àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

ïî ãðàíèöå. Íîâîñèáèðñê: ÂÖ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1989.

[2] A. J. Chorin Numerical study of slightly viscous �ow. J. Fluid Mech., 1973, 57, pp.785-796.

[3] N.A. Simonov Boundary value problem and stochastic algorithm for two-dimensional Navier-Stokes
equations, Monte Carlo Methods and Applications, 1995, 1, No.1, pp.59-70.

[4] Í.À. Ñèìîíîâ Ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è è çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè. � Ïðåïðèíò 1053, ÂÖ ÑÎ ÐÀÍ, 1995.

[5] Í.À. Ñèìîíîâ Ñòîõàñòè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà. � Â ïå÷àòè.

[6] À. Ôðèäìàí Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.Ìîñêâà: Ìèð, 1968.



10 Í.À.Ñèìîíîâ

[7] K.K. Sabelfeld, N.A. Simonov Random walks on boundary for solving PDEs. VSP, Utrecht, The
Netherlands, 1994.

[8] Ñ.Ì. Åðìàêîâ, Ã.À. Ìèõàéëîâ Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ì.: Íàóêà, 1982.

[9] Yu.N. Kopylov Algorithms of statistical modelling for calculation of perturbation of solution of
boundary value problems with variation of the domain boundary, Siberian Journal of Computer
Mathematics, 1993, No.4.

[10] Ã.À. Ìèõàéëîâ Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû è ïðèíöèï Áåëëìàíà â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî. Ïðå-
ïðèíò 1001, ÂÖ ÑÎ ÐÀÍ, 1993.


